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Résumé 

A partir d'une décomposition en cônes de l'espace directeur d'un appartement d'un immeuble affine localement 
fini, on définit une compactification de l'immeuble semblable à la compactification de Satake d'un espace symétrique. 
Comme cas particuliers de cette construction, on retrouve la compactification polygonale classique telle que décrite 
dans tLan96ll ou ses généralisation décrites dans II Wer07l . Un intérêt de la construction présentée ici est qu'elle est 
totalement géométrique : elle est indépendante de l'existence d'un groupe agissant sur l'immeuble. On prouve au pas- 
sage plusieurs résultats permettant d'identifier certaines parties de l'immeuble qui sont incluses dans un appartement, 
par exemple on prouve que deux facettes de quartier sont, quittes à être réduites, incluses dans un même appartement. 

Abstract 

We define a compactification of an affine building I indexed by a family of partitions of the director space A 
of one of its appartments A. This compactification is similar to Satake's compatification of a symétrie space, and it 
generalizes the quite well known polygonal compactification of an affine building in the sensé that it is indépendant of 
the action of a group on the building, and that it allows some variations depending on the choice of the partition of A. 
The différent choices will mainly lead to différent subgroups of the Weyl group acting on the border of A. Along the 
proofs, we get some results to help one find subsets of the building wich are included in an apartment, for exemple we 
prove that two sector facets can always be reduced so that they fit in one apartment. 
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1 Introduction 



Le but de cet article est de présenter une construction purement géométrique de la compactification polygonale 
d'un immeuble affine localement fini, comme celle décrite par Landvogt [ Lan96l . On s' affi'anchit totalement de l'usage 
d'un groupe agissant sur l'immeuble, ce qui permet de définir une compactification pour les quelques immeubles qui 
pourraient ne pas être associés à un groupe muni d'une BN-paire. 

On propose également une généralisation : on définit toute une famille de compactifications, indexée par l'ensemble 
des partitions de l'espace directeur d'un appartement en cônes assujettis à certaines conditions. Parmi elles se trouvent 
la compactification polygonale classique définie dans l|Lan96l ou MGR06I ainsi que celles décrites par Annette Werner 
dans nWerOTII . 

Décrivons rapidement l'espace obtenu. L'adhérence de chaque appartement sera l'espace compact obtenu en ra- 
joutant à l'infini un polygone, dont chaque face sera un complexe de Coxeter avec comme groupe un sous-groupe du 
groupe de Weyl de l'immeuble. On peut choisir n'importe quel polygone stable par le groupe de Weyl vectoriel, mais 
pour un choix quelconque, la structure de complexe de Coxeter sera triviale sur de nombreuses faces. La compactifi- 
cation de l'immeuble est obtenue en étendant la compactification d'un appartement de référence, d'une manière qu'on 
prouvera être unique dans la majorité des cas. Le bord ainsi rajouté à l'immeuble est en fait une réunion d'immeubles 
affines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes du groupe de Coxeter de l'immeuble de départ. Le choix 
de la décomposition en cônes au départ détermine lesquels de ces sous-groupes interviennent. 

Par ailleurs, quelques résultats intermédiaires peuvent avoir leur intérêt propre, certains sont valides dans le cadre 
d'un immeuble quelconque. Il s'agit principalement des résultats de la partie |4] qui donnent des critères pour s'as- 
surer qu'une partie d'un immeuble est incluse dans un seul appartement. On prouve notamment que deux galeries 
tendues sont, quitte à être réduites, incluse dans un même appartement (du système complet d'appartements), puis 
on généralise au cas d'une galerie tendue et d'une cheminée. Ceci prouve par exemple que deux facettes de quartiers 
quelconques contiennent des sous-facettes incluses dans un même appartement, généralisant le résultat similaire déjà 
connu pour les quartiers (voir par exemple la proposition (9.5) de flRon89l ). Quelques résultats classiques sur l'enclos 
d'une partie sont également prouvés, dans le cas d'une partie ne coupant aucune chambre. 

Dans la partie, |2] on énonce et on analyse brièvement les conditions requises sur une décomposition en cônes de 
l'espace directeur d'un appartement pour définir une compactification de l'immeuble. Dans la partie suivante, on définit 
la compactification d'un appartement. L'interlude de la partie Hlpermet d'énoncer les quelques résultats nécessaires à 
la suite qui peuvent avoir un intérêt propre. La partie |5] définit l'ensemble qui sera l'immeuble compactifié, la partie 
|6] définit la topologie sur cet ensemble et prouve les propriétés attendues, en particulier la compacité. Dans la partie 
|7] on vérifie que la compactification de l'immeuble ainsi définie est unique lorsqu'une compactification d'un apparte- 
ment est fixée et que l'immeuble provient d'un groupe muni d'une donnée radicielle. Cela fournit un moyen simple 
de comparer cette compactification avec d'autres, comme celles définies dans fLin96'l,|GR06| et |Wer07|. Enfin, la 
partie[8]décrit le bord qu'on vient de rajouter à l'immeuble : il s'agit d'une réunion d'immeubles affines de dimensions 
inférieures. 



2 La donnée initiale 
2.1 Conventions, notations 

Un immeuble I sera vu a priori comme un complexe simplicial vérifiant les axiomes classique ( l|Bro89l , IITit741 ). 
ou comme un complexe polysimplicial comme dans |BT72 1. Chaque appartement A est un complexe de Coxeter, dont 
on note W(A) le groupe de Coxeter Ce groupe est indépendant de A à isomorphisme près. Lorsqu'on choisit une 
chambre c de A, les réflexions par rapport aux cloisons de c forment une partie 5(c) de W(A) telle que (W(A),5(c)) 
est un système de Coxeter. La classe d' isomorphisme de WiA) est caractérisée par un diagramme appelé diagramme 
de Coxeter. Son ensemble de sommets est en bijection avec S (c), et les sommets correspondant aux réflexions i et f 
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sont reliés si i et f ne commutent pas. On précise alors sur l'arête l'ordre de st. Ce diagramme ne dépend pas du choix 
de A ni de c. 

On définit sur l'ensemble des facettes le type, c'est une fonction à valeur dans fiSic)) qui permet de caractériser 
les orbites des facettes d'un appartement sous l'action du groupe de Weyl. Les isomorphismes entre appartements 
préservent le type, par définition. 

L'ensemble des chambres de I est muni d'une distance à valeur dans W(A), appelée W-distance. En fait, I est tota- 
lement déterminé par l'ensemble de ses chambres muni de sa W-distance, c'est d'ailleurs le point de vue adopté dans 
IIRon89l . 

Nous nous intéressons principalement aux immeubles affines. Dans ce cas, on identifie J à sa réalisation géométrique 
affine, qui est un espace métrique complet dans laquelle les appartements sont des espaces affines euclidiens, les 
groupes de Coxeter des groupes de transformations orthogonales affines, et les isomorphismes entre appartements des 
isométries. Voir llBro89l . chapitre VI, IIBT72L BTitSôl . BParOOl . flRouOSI . C'est cet espace qu'on se propose de compac- 
tifier Si A est un appartement, le groupe W(A) est engendré par les réflexions orthogonales par rapport à des hyperplans 
appelés murs (|Bou68|). Les murs définissent une partition de A dont les parties sont identifiées aux facettes de A, les 
chambres étant les facettes de dimension maximale. 

On note A l'espace directeur de A, c'est lui aussi un complexe de Coxeter dont le groupe W{A) est l'ensemble des 
parties vectorielles des éléments de W(A). Il est engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux murs de A, 
qui sont les espaces directeurs des murs de A. Les murs de A définissent une partition de A en cônes convexes appelés 
facettes de Weyl ou facettes vectorielles. Ces parties sont identifiées aux simplexes du complexe de Coxeter A. 
Il existe un système de racine c A* tel que les murs de A sont les noyaux des racines et dont W{A) est le groupe de 
Coxeter affine associé, au sens de IBou68i . 2.5. 

Si on fixe une chambre de Weyl C c A, on note, pour s e SiC) as la racine correspondante (donc ker(û'j) = Fix(i)). 
Alors {as]seS(C) est une base de et C = {x e A | Vi e 5 (C), as{x) > 0). De plus, dans le diagramme de Coxeter de A, 
deux sommets s et t sont reliés si et seulement si o-ç n'est pas orthogonale à a,. En considérant ce diagramme comme 
un simple graphe, on définit les notions de connexité habituelles. 

Lorsqu'on passe du point de vue complexe simplicial au point de vue géométrique d'un immeuble affine, le voca- 
bulaire change un peu : 

Un complexe simplicial est en particulier un ensemble muni d'une relation d'ordre. On notera généralement c cette 
relation, et on dira que c est inclus dans d lorsque c \z d. Mais lorsque c \z d dans un immeuble affine, alors dans la 
réalisation géométrique c est inclus dans l'adhérence de d, avec c c c/ si et seulement ûc - d. En général, c c dd. 
De plus, dans un complexe simplicial, la facette maximale inférieure à c et à c/, notée c A est appelée l'intersec- 
tion de c et d. Dans la réalisation géométrique, l'adhérence de c A est égale à l'intersection des adhérences de c et d, 
mais cf\d ne s'exprime pas de manière directe en fonction de c et c/ (en fait, cf\d est l'intérieur de cf]d dans Vect(criiï)). 

Si M est un mur et c une chambre dans un système de Coxeter A, on notera D(M, c) le demi-appartement fermé 
délimité par M et contenant c. Sauf précision, un demi-appartement signifiera un demi-appartement fermé. Un demi- 
appartement peut aussi être défini à l'aide de deux chambres adjacentes c et d, ou d'une racine a (on voit a priori les 
racines comme des formes affines sur un appartement) et d'un entier k : on notera D{c,d) la réunion des chambres 
fermées plus proches de c que de d, et D(a, k) = {xIq'(x) + k >Q]. 

Soient et D les deux demi-appartements définis par un mur M dans un appartement A. On dira que deux par- 
ties ff et yS de A sont séparées par M si a c et y6 c D , ou l'inverse. On notera alors a\'^/3 (Donc par exemple, 
a (Z M ^ al'^P quel que soit /?). On dira que ces parties sont séparées strictement par M si en outre a (Ji M tifi <t M. 

L'enclos d'une partie E dans un appartement A est l'intersection de tous les demi-appartements fermés de A conte- 
nant E. On la note C\a{E)- 

Lorsque A et B sont deux appartements ayant au moins une chambre en commun, on peut naturellement identifier 
A avec B. Lorsque la dimension de A nZ? est moindre, on ne peut qu'identifier un sous-espace de A avec un sous-espace 
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de B, voici comment on procède : 

Les sous-espaces Vect{iy € A \ x, y e A H B] (Z A et Vect{xy e B \ x,y e A n B] c B sont canoniquement isomorphes. 
On identifie alors ces deux sous-espaces, et on note l'espace obtenu Ê. Cet espace vérifie la propriété suivante : si 
E est un troisième appartement, si (p : A ^ E et i// : B E sont deux isomorphismes qui coïncident sur un ensemble 
b <zA n B, alors l'espace directeur b de Af^{b) est inclus dans A n B, et pour tout v e b, ona (p(v) - \f{v). 
Cette "intersection des espaces directeurs" ne vérifie pas l'associativité, en fait l'écriture (Â*n ^) n n'a même aucun 
sens, car A n B n'est pas uniquement défini au moyen de la structure vectorielle de A et B, mais bien de la structure 
d'espaces affines de A et B. (Une notation comme AnZ? serait sans doute plus appropriée.) 
Remarque: Dans la suite, b ne signifiera pas en général l'espace directeur de AS{b). 



2.2 Cônes convexes 

Dans cet article, tous les cônes seront supposé convexes a priori. Un cône vectoriel convexe dans un R-espace 
vectoriel E est un sous-ensemble de E stable par addition et multiplication par un scalaire strictement positif. Tout 
cône vectoriel contient dans son adhérence. Si E est un espace affine dirigé par E, un cône convexe affine de E est 
un sous-ensemble de E de la forme / = 5 -H / où € £ et / est un cône convexe de E. 

Lorsque / est un cône de E ne contenant pas de droite (on dit aussi "cône pointu"), alors l'écriture / - s -H / est 
unique, ce qui permet de définir s comme étant le sommet de /, noté s(/). 

Le cône vectoriel / est quand à lui toujours bien déterminé, on l'appelle la direction de /. Deux cônes ayant la même 
direction sont dit parallèles. Si g est un cône parallèle hfetgcf, alors g est un sous-cône parallèle de /, et on abrège 
"sous-cône parallèle" en "sep". 

Remarque: Dans IIBT72L deux parties d'un appartement égales à translation près sont appelées équipollentes au 
lieu de parallèles. 



2.3 Décomposition d'un appartement en cônes 

On fixe désormais un appartement Ao. On notera W = W(A()) son groupe de Coxeter, et W = W{Ao) son groupe 
de Coxeter vectoriel. On choisit un ensemble T' de parties non vides de Aq vérifiant les propriétés suivantes : 

(Hl) Ao = \-\fer f' '-^^ symbole U signifie "réunion disjointe".) 

(H2) r est fini. 

(H3) {0} e T. 

(H4) Chaque élément de T est décrit par un système d'équations et d'inéquations linéaires : pour tout / € T, il 
existe n € N, ai,...,a„ e Ao*, r e N tels que / = Ao| a,(x) = 0, V/ e [1, r], etajix) > 0, V/ € -H 1, n]). En 
particulier, chaque élément de T est un cône convexe, ouvert dans son support. 

(H5) Le bord d'un cône f deT est une réunion d'autre cônes de T, qu'on appelle les faces de /. 
(H6) Si /, ^ € 'F et si / est une face de g, alors / - Vect(f) n g. 

Lorsqu'on parle du bord d'un cône, on sous-entend ici le bord dans l'espace vectoriel qu'il engendre. Pour un cône 
/ vérifiant (H4), qui est donc ouvert dans Yect{f), onadf - f \ f . 

A partir de ces données, on va définir une compactification de Ao. Dès qu'on voudra l'étendre en une compactification 
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de I, il faudra en outre supposer : 

(H7) T est stable par le groupe de Weyl vectoriel W. 



2.4 Conséquences directes des hypothèses sur T 

Chaque élément de T est un cône convexe, ouvert dans l'espace vectoriel qu'il engendre. De plus, {0} est le seul 
cône à contenir 0, donc aucun élément de T ne contient de droite, ce qui permet de définir les sommets des cônes 
affines de direction un élément de T. 

Remarque: La condition (H3) a en fait pour unique but de permettre de définir le sommet d'un cône pour faciliter 
les raisonnements dans la suite, mais elle semble superflue. Étudions brièvement le cas général. Soit f e T \t cône 
contenant 0. Comme / est un cône ouvert dans Vect(/), on a / = Vect(/), c'est-à-dire que / est un espace vectoriel. 
Comme l'adhérence de tout cône vectoriel contient 0, par (H5) on voit que / est dans le bord de chaque élément de 
T. On vérifie alors que chacun de ces éléments est stable par addition par /, on peut donc tout quotienter par / pour 
obtenir un espace vectoriel muni d'une décomposition en cônes vérifiant cette fois toutes les hypothèses (Hl) - (H6). 
Si d{A()lf ) est le bord qu'on va définir dans la section |3] alors la même procédure appliquée à Ao et !F conduirait à 
rajouter exactement le même bord. En fait, la condition (H3) impose de rajouter à Aq un bord de codimension 1 et non 
supérieure. 

Lorsque (Q;,),e/uy est une famille de formes linéaires définissant / comme dans la quatrième hypothèse sur T, on 
notera juste 

/ = [ai > 0, Uj -0, i e I, j e J] 

La famille (aOie/uy est nécessairement génératrice de Aq* sans quoi / ou une de ses faces contiendrait un sous-espace 
vectoriel de Aq non réduit à jO). 

Lorsque g est une face de /, alors il existe une famille (ûf,),e/uyu/j- telle que : 

[ai > 0, aj = 0,ieluj, j eK] 
g = {ai > 0, aj = 0, / e /, ./ e 7 u K] 

2.5 Exemples 

Un premier exemple de telle décomposition de Aq en cônes est la décomposition en facettes de Weyl, notée îF". 
Les cônes affines dont les directions sont dans sont les facettes de quartier, et la compactification qu'on obtiendra 
alors est la compactification polygonale classique, décrite dans fLan96l. 

Un exemple un peu plus général est celui considéré par Annette Werner dans BWerOTI . où il s'agit grosso modo d'en- 
lever à la décomposition en facettes de Weyl les cloisons d'un certain type. C'est cet exemple que je développe ici. 



2.5.1 Décompositions en cônes obtenues à partir d'une partie de S 

On fixe une chambre de Weyl Co c Aq, soit S l'ensemble des réflexions par rapport aux cloisons de Co, de sorte 
que les facettes de Aq sont typées par les parties de S . Soit J une partie de S , l'idée est de rassembler les chambres 
séparées par une cloison de type {j] avec j e J. Pour assurer la convexité, il faut penser à rajouter alors les facettes 
de dimension plus petite qui se trouvent entre plusieurs chambres rassemblées. Pour s'assurer que (H5) et (H6) seront 
vérifiées, il faut aussi rassembler les facettes bordant plusieurs chambres rassemblées, lorsqu'elles engendrent le même 
espace vectoriel. On arrive à la définition suivante : 
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Définition 2.5.1 Si f une facette de Weyl de Aq de type I c S , on note la réunion de f et des facettes de son bord 
de type inclus dans / U (7 n /■""). 

Si /î et / sont deux facettes d'une même chambre fermée, avec h de type /' et / de type /, alors h est incluse dans 
/•^ si et seulement si 7' est la réunion de / et d'une partie de / disconnectée de /. Donc une facette h n'est incluse dans 
aucun /■', avec f h si et seulement si son type ne contient aucune composante connexe incluse dans /. Une telle 
facette sera dite admissible. On dira également que son type est admissible, de sorte qu'une facette est admissible ssi 
son type est admissible. 

Définition 2.5.2 Si f est une facette admissible de Co, on pose J.f = ./•'. 
On pose ensuite = .{J.f \ f facette admissible de Cq}. 

Remarque: Conformément à la notation déjà introduite, l'ensemble des facettes de Weyl est T'". 

Proposition 2.5.3 L'ensemble est un ensemble de cônes, qui vérifie les hypothèses (Hl )-(H2) et (H4-H7). Chaque 
facette de Weyl f est incluse dans un unique cône de 'F^ , qu 'on notera J.f. Lorsque J ne contient aucune composante 
connexe de S, alors vérifie également (H3). 

Démonstration: 

Les points (H2), et (H7) sont évidents, (H3) est vrai si et seulement si {0} est une facette admissible, ce qui équivaut 
bien au fait que J ne contient aucune composante cormexe de 5 . Il est également clair que A = [j f^j^j f, et pour 
prouver (H4) et (H5), il suffit de considérer des éléments de du type J.f, avec / une facette admissible de Cq. 

On connmence par (H4). Soient {ajjes l'ensemble des racines déUnaitant Cq. Soit / c 5 et / la facette de Cq de 
type /, alors 

/ = {a, =0, a,>0, ï6/, j&S\I], 

et 

f = {ai = Q, ak>Q, ai>Q, i€l, l€JnI-^, k€S \ (7 U (7 n /-"))}. 

Notons L = 7 n 7-^ et ^ = 5 \ (7 U (7 n 7-^)). Montrons que J.f = {ai = 0, wiuk) > 0, i € I, k € K, w € W}^^^}. En 
attendant, notons E ce dernier ensemble. C'est un ensemble délimité par des murs, donc une réunion de facettes. De 
plus, pour tout w 6 Wj^jj_ et tout i e /, w(a;,) - a,, on voit donc que E est stable par Wj^j^ . 

Pour montrer que J.f c E, il suffit donc de montrer que /■' c E. Soit x g /', il vérifie déjà les conditions a,(x) - 0, 
i G /. Soit k € K etw € Wj^j^^ . On sait que {ajjjss est une base du système de racines de Aq. Or, w G Wjni^ = Wl, et 
Ln K = Q). Donc wiak) = aiç + Y^iei "/Q^^ avec n; g N. Il apparaît ainsi que w(o'i)(x) > 0. Donc x € E. 
Montrons l'inclusion inverse. Soit x e E, il existe n- g tel que V/ e L, ai(w.x) > 0. Comme E est stable par w, 
w.x G E, et ainsi w.x vérifie toutes les inégalités prouvant qu'il appartient à /•'. Donc x g W^.f'' = J.f. 

A présent, prouvons que chaque facette de Weyl est incluse dans un unique cône de Ceci impliquera directe- 
ment (Hl) car les éléments de 'F'' sont des réunions de facettes de Weyl. 

Soit / G ;F® une facette de Weyl, incluse dans deux éléments de 'F'^, disons wi.J.g\ et wi-J.gi- En translatant tout par 
un élément de W, on peut supposer / c Cq. Soit I\ le type de g\ et I2 celui de gi- Il existe v\ g W^^^± et V2 e Wjm^ 

tels que / c w\vig^^ et / c W2V2g2- Comme /, ^1 et g2 sont des facettes de Co, ceci implique en fait / c ^j' n gj- Le 
type de / s'écrit donc V - hu J\ - J2 oti Ji et J2 sont des parties de 7 disconnectées respectivement de h et 
de I2. Soit K une composante cormexe du type de /, elle est incluse soit dans ly soit dans Jy. De deux choses l'une : 
soit K c J et alors K ne peut être incluse dans /i car ^1 est admissible, soit K (t J et alors elle ne peut être incluse 
dans 7i . On voit donc que 7i est la réunion des composantes connexes de /' incluses dans 7, /i est la réunion des 
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autres composantes connexes. Le même raisonnement est valable pour h et J2, ce qui prouve I\ - I2 et Ji - J2- D'où 
^1 - gi et J.g\ - J.g2- Il reste à regarder wi et W2- On sait que W]Vi e Fix(/) - Wr, et /' = /i U 7i c / U (7 n /■'"). 
D'où wi vi 6 Wj^^j^i^y d'où wiJ.gi - J.gi. De même, W2J-g2 - J-gi = J-gi = WiJ.gi. Ce qui prouve que / est incluse 
dans un unique cône de 9^-'. 

Prouvons (H5). Soit / e une facette de Weyl admissible qu'on peut supposer incluse dans Cq, soit I son type. 
Comme J.f est une union de facettes de Weyl, son bord l'est aussi. Soit g une facette de Weyl bordant J.f. Quitte à 
translater g par un élément de Wj^^^^ qui stabilise J.f, on peut supposer g c Cq, et donc g c f. Comme J.f est ouvert 
dans Vect(7./), on a même g (Z f \ /■'. Notons J.g le cône de f-' contenant g, il s'agit de prouver que J.g c dJ.f. Soit 
r le sous ensemble de S obtenu en retirant au type de g toutes ses composantes connexes incluses dans J. Soit h la 
facette de Cq de type /', alors h est admissible et g c V c J.h, donc J.g - J.h. Si J\ est une composante connexe de 
type(§) incluse dans J alors 7i n / est une réunion de composantes connexes de / incluses dans J, d'où /i n / = car 
/ est admissible. Ceci prouve que / c /', et donc h c /. Ensuite, J.h - W^j^ji^Ji'' c /./ car VV^p|/,± c W^^^^^ et h-' c /. 
Et comme J.h + J.f car g c J.h, on a J.h n J.f - d'où J.h c dJ.f . 

Il ne reste plus qu'à prouver (H6). Soit J.h une face d'un cône J.f. Comme dans le paragraphe précédent, on peut 
supposer que h tt f sont des facettes admissibles de Cq. Soit / le type de / et /' le type de h. Nous procédons par 
récurrence sur Card(/' \ /), en commençant par montrer l'hérédité. 

On suppose donc Card(/' \ /) > 2. Comme h <t f\ il existe l e 1' \ (I U {J n /■"-). Soit g la facette de Cq de type 
/ U {/}, elle est admissible. Pai" récuiTence on a J.g = J.f n Vect(y.g). De plus, J.h est une face de J.g, différente de J.g 
car h est admissible et ne peut donc être incluse dans g''. Donc par récurrence, J.h = J.g n Vect(y./i). La combinaison 
des deux égalités donne bien J.h - J.f n Vect(7./î). 

Traitons maintenant le cas Card(/' \ /) = 1. Dans l'égalité J.h = Vect(//i) n //, l'inclusion " c " est évidente. 
Soit X 6 Vect(7./i) n J.f, cela signifie, d'après la description de J.f obtenue pour prouver (H4) : 

- pour tout / e /', ai(x) = G 

- pour tout w € W'j^j^ etk e S \ (IU(J n /-^)), w.ak(x) > 0. 
Et le but est de prouver : 

- pour tout / € /', a,(x) = 

- pour tout w € W'j^j,^ et Â: e 5 \ (/' U (7 n 1'^)), w.a^ix) > 0. 

Parmi ces inégalités, celles qui ne sont pas directement dans la liste des hypothèses sont les w.ait{x) > lorsque : 

ke(S \(i'D(jm'^))) \ (S \(/u(/n/^))) = (/u(7n/^))\(/'u(7n/'-")) = (7n/-")\(/'u(/n/'^)) = (jni^)\(i'Di'^) 

et lorsque w e W)'^^,^ . 

Soit k un tel indice et w e ^yn/'^- particulier, k e Wj^j^. Soit l tel que /' \ / = {l]. Comme /' est admissible, 
liJni-^. 

Alors wk e Wj^^^, et / € 5 \ (/ U (7 n /^)) d'où d'après les hypothèses wk.ai(x) > 0. Mais : 

wk.ai(x) — ai(kw^^x) - ai(w^^x — 2ak(w^^ x).a'^) - «/(w^'x) - 2wak(x).{ak\ai} 
Comme l e I' et w^^x e Vect(y./î), on a ai(w^^x) = 0. Il reste donc -2wak{x).{ak\ai} > 0. 

Mais k + l car l e 1' et k i 1' . De plus, si k était orthogonal à l, il serait orthogonal à /', ce qui est exclus. Ainsi, 
(aillai) < G, ce qui entraîne waj^ix) > G. □ 



2.5.2 Comparaison avec flWerOTI 

On peut dès à présent vérifier de façon élémentaire que les partitions de Aq en parties convexes définies dans 
HWerGTl sont précisément du type précédent. Ces parties sont définies, pour l'immeuble de Bruhat-Tits d'un groupe 
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G{K) avec K un corps local, à partir d'une représentation linéaire p fidèle et de dimension finie de G(K), mais ne 
dépendent en fait que de la facette de Weyl de Aq dans laquelle se trouve le plus haut poids /lo(A) de p une fois fixée 
une base A du système de racine ( ||Wer07| théorème 4.5). Soit J le type de cette facette (il est indépendant de A). 
Comme p est fidèle, J ne contient pas de composante connexe de S . Pour A la base du système de racines correspon- 
dant à la chambre Co, on a J = {s e S \ {as\Ào{A)) = 0). Nous allons vérifier que la partition Z(p) de Aq définie dans 
fWer07] est T^. 

Soit A une base du système de racines et F c A. Il est immédiat d'après la définition donnée dans BWerOTI (définition 
l.l)que y y est dit admissible si et seulement si il existe/ c S admissible (au sens défini plus haut)telque Y - {Q',},e/. 

Les parties définies dans ||Wer07l sont notées Fy pour A une base du système de racines et F c A une partie ad- 
missible. Ce sont des réunions de facettes de Weyl ( MWerOTK proposition 4.4), ouvertes dans leur support, qui réalisent 
une partition de Aq stable par le groupe de Weyl W^'. Soit A la base correspondant à Co, et F c A une partie admissible. 
Soit / la facette de Cq de type /, avec Y = {ai]iei, nous allons voir que Fy = Pour commencer, la proposition 
nWerO?! 4.4 montre que n Q = = // n Q. 

Montrons que Fy est stable par Wjni^- Soit s e J n I^, alors la facette de Co de type / U {s] est incluse dans Co n Fy- 
Or F Y est ouverte dans son support, qui est nie/ker(Q',) et donc qui est stable par s. Alors Fy doit contenir la facette 
s.f. D'où Fy n s.Fy + 0, d'où s stabilise F y. On déduit de ceci que J.f c F y. 

Pour r autre inclusion, soit x e F^. En choisissant y e / de manière générique, on peut s' assurer que \x, y\ ne rencontre 
que des facettes de dimension dim(/) - 1 . Soit ^ la première facette différente de / rencontrée par ce segment en partant 
de y. Comme \x,y\ c Fy, par convexité de Fy, on obtient que g c f n Fy = Comme g est de codimension 1 dans 
/, le type de ^ est / U {s], avec s e J ni-'-. Alors la facette sf est incluse dans J.f, et elle contient "la suite" du segment 
[x,y], c'est à dire un intervalle ouvert ]u, v[ tel que ]u, v[U{[x,y] n g) U ([x,y] n /) est connexe. On a J.f - J.(sf), 
et = s.Fy = Fy (cw: ces deux cônes contiennent la facette sf). On peut appliquer la proposition MWer07l 4.4, 
dans la chambre ^.Co, on obtient que Fy n sCo = J.f n sCo est la réunion des facettes de s.f de type inclus dans 
/ U (7 n Z""-). Alors la prochaine facette rencontrée par le segment [x,y] est de type / U {t], avec t e J ni-'-, elle est bien 
incluse dans J.f, la facette de dimension maximale suivante est st.f qui est aussi dans J.f car st e Wjni^. Ainsi de 
suite, on vérifie que tout le segment [x, y] est inclus dans J.f (puisque [x, y] ne rencontre qu'un nombre fini de facettes). 



2.5.3 Dessins, autres exemples 

Voici les dessins de quelques décompositions en cônes de l'appartement vectoriel de type A2. On note i et f les 
réflexions par rapport aux cloisons de la chambre de base. 




FiG. 1 - Décomposition en facettes de Weyl. Je la laisse en arrière-plan dans les exemples suivants. 
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FiG. 2 - Décomposition de type : on retire les cloisons de type s. 



FiG. 3 - Un autre exemple de décomposition vérifiant (H1)-(H7). 

3 Compactifîcation de Aq 

3.1 L'ensemble Aq 

Définitions 3.1.1 - Un T-cdne affine dans Aq est un cône dont la direction est dans T. On note ^Â» l'ensemble 
des T -cônes affines de Aq. 

— Deux T -cônes affines sont équivalents lorsqu'ils sont parallèles et que leur intersection est non vide. L'inter- 
section contient alors un autre T-cône affine, parallèle aux deux premiers. On note f g, ou juste f ~ g 
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté. 

Proposition 3.1.2 La relation "être équivalent" est une relation d' équivalence sur J^Ao- 

Remarquons également que les relations "être un sous-cône" et "être un sous-cône parallèle" sont des relations d' ordre. 

Définition 3.1.3 On pose Aq — Ta^I ~Ao- Pour f e Ta^, on note [/]ao. ou juste [/] lorsqu' aucune confusion n'est 
possible, la classe de f. Et si x = [u-\- /]a„ avec u € Aq, f ef", on appelle f le cône directeur ou la direction de x( il 
est uniquement déterminé). 

Pour f e 9^, on note A^^jf l'ensemble des points de Aq de cône directeur f, c'est la "façade" de type f de V appartement 

Aq. La projection Aq — » A^jf est notée p^ y ou juste p ^. Lorsqu 'un cône f de direction f est fixé, on pourra noter pour 
simplifier A f = Ajt. 



10 



Proposition 3.1.4 Soit f e Tao- La façade A^^ est un espace affine isomorphe à Ao/Vect(/), et son espace vectoriel 
directeur estA^^f ^ Ao/Vect/. 

Lorsqu'un cône vectoriel f e f s'écrit / = {or; > 0, aj - 0, i € I, j e J] avec («,),£/□/ une famille de formes 
linéaires, alors les aj, j € J s'identifient à des formes linéaires sur A^p elles forment même une famille génératrice de 

Aq^*. Quand aux o-,, i e /, on sait qu'elles envoient tout représentant de tout point de A^y sur un voisinage de +oo dans 
R, on dira donc qu'elles prennent la valeur +oo sur A^jt. 



3.2 Topologie sur Aq 
3.2.1 Définitions 

Définition 3.2.1 Soit 1/ l'ensemble des voisinages de dans Aq stables par le groupe de Weyl W^. Pour U un tel 
voisinage, et g € Taq, on pose : 

"VA„(g, U) = [x e Âo\3h e X tq h c g + U) 

C'est l'ensemble des points de Âq ayant un représentant inclus dans g+U. 
Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, je noterai juste ^{g, U). 

Remarque: Comme le produit scalaire de Aq est W'-invariant, les boules de centre sont des exemples d'éléments 
de-W. 



Proposition 3.2.2 // existe une unique topologie sur Aq telle que pour tout x e Aq, l'ensemble des ^Aoig> U) pour 
U e 14aq et g € X soit une base de voisinage de x. 

Démonstration: 

11 suflît de vérifier que pour tout x € Aq, f/, V e g, g' e x, il existe W e eXh & x tels que WAitih, W) c 
"^Aaig, V) ^ ^Aaig', U). Mais coname g g', g <^ g' contient un autre représentant h de x. Soit W = U nV, alors 
h + Wcg+Ung' + V, d'où ^A,ih, W) c ^A,ig, V) n ^A,ig', U). □ 

Remarque: La fonction ^Aq ainsi définie est croissante en les deux variables : siU cVetfcg alors 'Vif, U) c 

^(f,V)et^(f,U)c^(g,U). ^ 

On remarque aussi qu'on peut remplacer 11 par n'importe quelle base de voisinages de dans Aq, on obtiendra alors 
encore une base de la même topologie sur Aq. On peut notamment choisir une base dénombrable de voisinages de 
0, ensuite si on se limite par exemple aux cônes dont les coordonnées du sommet sont rationnelles, on obtient une 
base dénombrable de la topologie de Aq : Aq est à base dénombrable d'ouverts, les caractérisations par des suites sont 
possibles. 

Afin de pouvoir raisonner à l'aide de suites dans la suite, on va donner une caractérisation des suites convergentes. 
Commençons par le lemme suivant : 

Lemme 3.2.3 Soit f €9^ et soit {a,- — 0, aj > 0, i € I, j e J} un système d'équations et d'inéquations déterminant f. 
Soit U €14. Soit ix„)„ une suite dans Aq telle que aiix„) — >„-»oo pour i e /, et lim„_»oo aj{x„) = +oo pour j e J. 
Alors à partir d'un certain rang, les x„ sont dans U + f. 

Preuve du lemme: 

La seule difiiculté provient du fait que {a,}j£/uy est une famille génératrice mais pas forcément fibre de A^. Soit /' c / 
maximal tel que {Q-jl/e/' soit libre. Soit ensuite J' c J tel que {ai}iei'[jj' soit une base de A^. Il existe e tel que 

U' {x\ \ai(x)\ <e'iier(JJ']<zU. 

Pour n assez grand, on a |a,(x„)| < e pour i e /'. Soit alors y„ e Aq tel que aiijn) = ai{xn) pour i e /' et ajijn) = 



11 



pour j & J' ■ Le point jn est alors dans U, et il suffit de vérifier que x„ -y„ € f. 

Or pour tout i e /', a,(x„ - >»„) = 0. Comme tout a,, i e / est combinaison Unéaire des aj, j e /', on obtient que 
cei{x„ - y») = pour tout i e /. Enfin, U' est borné, donc pour tout j € /, aj{y„) aussi. Comme aj{Xn) tend vers oo, on 
vérifie bien que aj{Xn) — oijiyn) est positif dès que n est assez grand. □ 

Il est maintenant facile de prouver la caractérisation des suites convergentes suivante : 

Proposition 3.2.4 Soit {Xn)nm une suite de Aq dont tous les éléments ont la même direction f. Soit l = [a + ^ € Aq. 
Alors ix„)„ converge vers l si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées : 

- f est une face de ^. 

— Pour toute famille {a/l/e/uyuA: C Aq de formes linéaires telle que g — {x|(ï,(x) — 0, a/x) >0,i&I,j&JuK]et 
f - {x\ai(x) = 0, aj(x) > , i e I U J, j e K] on a lim„^co aiixn) = a/(a) pour i € I et fim„_»oo ajixn) = °° pour 
j e J. (Il existe une telle famille {a, } car f est une face de g). 

Démonstration: 

On commence par supposer que (x„) tend vers /. Si / n'est pas une face de ^, alors il existe une forme linéaire a telle 

que a( f) c et a(g} c R", et un vecteur v e / tel que a{v) > 0. Donc a(f) contient un voisinage de l'infini (dans 
R U {±oo}), et il en va de même de tous les a(h) pour h un représentant d'un x„. Il est donc impossible qu'un tel h soit 
inclus dans un ensemble de la forme U + a + g dès que U est borné, il est alors impossible que x„ soit dans le voisinage 
'V(a + g, U) de / correspondant. Et 'î/ contient bien des éléments bornés, prendre par exemple des boules. 
Soit ensuite un ensemble de formes linéaires {ai]ieiuJuK c A^ tel que g = {x|c!',(x) = 0, a/x) >0,ieI,jeJlJK] 
et / = {x|q',(x) = 0, ff/x) > , / e / U 7, 7 € K]. Soit ; e /, montrons que ai{x„) tend vers ai{a). Soit e > 0, il existe 
t/ E 'î/ tel que ai(U) c] -e,e[. Et pour n assez grand, x„ E "Via + g, U) donc x„ a un représentant inclus dans U + a + g. 
Mais ai(U + a + g) CL]ai(a) - e, «;,■(«) + ^ [> car ûr,(^ = {0}. On en déduit que |a,(a) - ai(x„)\ < e. On a ainsi prouvé que 
lim„^oo «/(Xn) = ai(a) 

Soit j £ J, vérifions que aj{x„) tend vers l'infini. Soit m e R. Comme ajig) est un voisinage de l'infini, il existe v £ ^ 
tel que aj{a + v) > m + l. Soit U tel que ajiU) c] - 1 , 1 [. Comme a + v + ^ est un autre représentant de /, à partir 
d'un certain rang, x„ doit être dans 'Via + v + g, U). Et cela implique ajixn) > m. 

A présent, supposons que les deux conditions sont vérifiées par la suite (x„) et montrons qu'elle converge alors 
vers /. 

Comme Okif) contient un voisinage de oo pour tout k € K, on peut choisir y„ un point d'un représentant de x„ pour 
tout n, de sorte que les suites a^iyn) tendent vers oo. Les suites ûr,Cy„) pour i € I et aj(y„) pour j € J tendent quand 
à elle obfigatoirement vers les a;,(a) et oo, respectivement. Soit f/ € 'î/, qu'on peut supposer ouvert, et soit a' + ^ un 
représentant de /, on peut supposer a' € a + g. Ot\ a pour tout i e /, ûr,(a) = a,(a') car a et a' diffèrent d'un élément 
de g. Alors le lemme indique que y„ est dans U + a' + g à partir d'un certain rang. Mais comme y„ est un point d'un 
représentant de x„, yn + f est un représentant de x„. Et y„ £ U + a' + g, avec U + a' + ^ un ouvert, etfcg implique 
que y„ + f c U + a' + g.D'où x„ € 'Via' + g, U). 

Ceci étant vrai pour tout f/ e "Z/ ouvert, et pour tout a' €a + ^, cela prouve la proposition. □ 



3.2.2 Séparation 

Proposition 3.2.5 L'espace topologique Âq est séparé. 
Démonstration: 

Soient x et y dans Âo, x y, et soient / £ x, ^ E y des représentants. Il faut trouver U,V e Kao, f ~a„ f et g' ~Ao g 
tels que 'VAoif, U) n 'VAoig', V) = 0. D'après la définition de 'Vao, il suffit de s'assurer que /' + t/ n ^' + y = 0. 
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Pour commencer, supposons que f - g, c'est-à-dire que f et g sont parallèles. Alors f r\ g = % car sinon on aurait 
/ ~Ao g puis x = y. Soient {a/j/e/ et [fii]je] des formes linéaires sur Aq telles que / = {z|V/, «/(z) = et V j, Pj{z) > 0}. 
Soit e > tel que 3i e /, |o;,(x) - ai(y)\ > 2e, soit B une boule centrée en telle que a,(5) cj - e, e[. Alors U = V = B, 
f = f etg' = g conviennent. 

Étudions maintenant le cas où f g. Alors f n g - 0. Les adhérences de ces deux cônes ne sont pas égales, 
supposons par exemple / ^ ^, soit Û & f - g. Pour tout /l > 0, / + /U? c /. Soit a une forme linéaire séparant / et ^ : 
supposons par exemple a(f) c R" et a{g) c R^. Alors a{u) < 0, et pour À assez grand, / + Àûsi g sont séparés par un 
hyperplan a^^{k), € R. Quitte à choisir À encore un peu plus grand, on peut supposer que 'iz^ f + Àû, aiz) < k-\ et 
'iz&g, aiz) >k. Soit alors f/ e tel que ar(i[/) c]-l/2,l/2[,onsLf+Àïî+Ur\g+U = 0, ce qui achève la preuve. □ 



3.2.3 L'inclusion canonique 

Définition 3.2.6 Soit i: rr^n • Cette fonction est bien définie car 10} 6 T. Il est immédiat qu'elle est 

injective. On l'appelle l'injection canonique de Aq dans Aq. 

Proposition 3.2.7 L'injection canonique est continue, ouverte, d'image dense dans Aq- De plus, pour U & et 

ferA,,i-'mf,U)) = f+U. 

Démonstration: 

L'assertion rH'V(/, U)) = f + U découle directement des définitions. On voit alors que si U est ouvert, i'^i^if, U)) 
est ouvert. Comme une base de la topologie de Aq est constituée des "VC/, U) pour U €14 ouvert, ceci prouve que i 
est continue. 

L'image est dense : si / g Tao, U eH alors pour tout x € f + U,[x} € i{Ao) n 'Vif, U) 

Enfin / est ouverte car les ensembles de la forme x+ U, x € Aq, C/ g 1/ forment une base de voisinages de Aq et ont 
pour image les 'Vdx}, U). □ 

On identifie donc au moyen de i Aq à un ouvert dense de Âq. Une fois cette identification faite, on peut remarquer 
l'égaUté suivante : VJ/ g «Z/, / g Ta^, 

^A,(.f,u)^JTV 

3.2.4 Compacité 

Proposition 3.2.8 L'espace topologique Aq est compact. 

Démonstration: 

11 reste à montrer que toute suite admet une valeur d'adhérence. Soit donc (x„)„(=n une suite dans Aq. Comme "F est 
fini, on peut supposer que tous les x„ ont une même direction /. Fixons une origine G Aq et identifions Aq et Aq. 
Alors chaque x„ a un représentant inclus dans un cône de îF. Connme "F est fini, on peut supposer qu'il existe F 
tel que chaque x„ a un représentant dans F. On a forcément f c F. 

Choisissons un système d'inéquations pour F : 

F = {x e Ao \ai{x) > V; E /, «/(x) = V; e J} 
les {a,},£/uy étant une famille génératrice de Aq. Un système d'inéquations de / est alors de la forme : 

/= {x G Ao \ai{x) > Vï G 7i, Oiix) = Vï g 7 U h} 

où / = /i u /2 est une partition de /. Pour i g 7, on a a, (x„) = pour tout n puisque les x„ ont un représentant inclus 
dans F. Et pour j G /i, on a cir,(x„) = oo. 
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Quitte à extraire une sous-suite de (x„), on peut supposer que pour tout ; E h, soit ai{x„) converge vers une limite /(,, 
soit a,(x„) tend vers oo. Soit C = [i & /2I lim„oo a,(-^n) = M) stN = [i G /2I lim„oo atixn) - 00} (C pour "convergent" et 
A'^ pour "non convergent"). 

Posons 

^ = {jc e Ao \aiix) > Vï e /i u N, Oiix) = Vj g 7 u C}. 

Nous allons maintenant montrer qu'il existe m g Aq tel que Vï g C, ûr,(M) = -tj, puis que g:= u + ^ & Tao puis enfin que 
la suite {x„} converge vers [^Jaq- Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 3.2.9 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, (ai)i^iuj une famille génératrice finie dans E*, (x„)„ une 
suite dans E vérifiant "ii G /, (a,(-ïn))« est bornée, et'i j G J, ajixn) tend vers 00. Alors il existe z & E tel que "ii G /, 
a,(z) = Oet'^j€J, ajiz) > 0. 

Preuve du lemme: 

On montre le lemme par récurrence sur |7| le cardinal de On peut supposer que les coordonnées des x„ selon / sont 

toujours non nulles. 

Si \ J\ = alors z = convient. 

Si \J\ = 1, soit j l'élément de J. Soit z„ = Alors pour ; e /, «/(z,,) — > 0, et ajizn) = 1 pour tout n. Tous les q;,(z„) 
convergent donc, et comme la famille des a, est génératrice de E*, la suite z„ admet une limite dans E. Et cette limite 
vérifie clairement les conditions requises. 

Supposons maintenant \J\ = k> 1. Quitte à prendre une sous suite de (x„)„, il existe une énumération J = {aj^ , ûr^j} 
telle que : 

- Vn G N, aj,{x„) < ... < aj^(x„). 

- Vm G ll,kj, la suite (^^)n converge. 

On pose alors z„ - —7-^, la suite (z„) converge vers une limite Zœ G E. Cette limite vérifie a,(Zcxi) = pour tout i G /, 
et elle a au moins une coordonnée (aj^) strictement positive. Soit Ji = {j g 7|a;/zoo) > 0). 

En retirant aux x„ un multiple convenable de Zoo, et en prenant éventuellement encore une sous suite, on peut rendre 

bornées un ensemble non vide {aj]jeK de nouvelles coordonnées, avec K <z J\, sans changer les ai(x„),i e I, et en 
s' assurant que les aj, j & J\-K qui ne sont pas devenue bornées tendent toujours vers l'infini. Alors par hypothèse de 
récurrence, il existe zi g E qui annule les a,, ï g 7 u ^ et tel que aj{z\) > pour j e J-K. Alors z = zi + Zoo convient, 
ce qui prouve le lemme. □ 

montrons l'existence d'un tel u : 

Posons Ai = pour i G J. Si la famille {a,},£/uc est libre, l'existence de u ne pose aucun problème. Soit K <z J UC 
tel que {a;,),eA: soit une sous famille libre maximale de {a,},€/uc- On peut alors trouver u tel que a,(M) = Ai pour i G K. 
Si i e (J IJC)\ K alors a, est combinaison linéaire des aj, j e K. Disons a, - YjjeK '^j'^j- En appliquant cette égalité 
aux Xn et en passant à la limite, on obtient Ai - TijeK ajÀj. Donc »,(«) - HjeK ajajiu) = HjeK ctj^j - ^i- Ainsi, u 
convient bien. 

montrons que g & T : 

Pour montrer que g - u+g e Ta^^ il faut montrer que g €f. On a g (Z F, et g est l'intérieur de Vect(^ n F. Donc 
g est une des faces de F, d'après les hypothèses faites sur T- En fait, la seule diflîculté est de montrer que g + %. On 
va pour ce faire construire directement un point de ^ à partir de la suite (x„). 

Pour tout n G N, on peut choisir f„ G Aq un point d'un représentant de x„ de sorte que t„ e F et «/(f,,) — >„^oo 00 pour 
tout i G /i. On a alors — > pour ; dans h U A^, ai(tn) — > Ai pour i G C et - pour / G J. Alors le lemme 
prouve l'existence d'un point de §. 
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Montrons que la suite (x„)„ converge vers [m + g\AQ ■' 

Résumons : on dispose d'une famille génératrice (a,) de Aq, indexée par Ii U C U N U J, avec : 

- ai(xn) - pour / e J. 

- ai(xn) tend vers À, pour i e C. 

- ai(x„) - oo pour i e II. 

- ai(x„) tend vers oo pour ; e A^. 

De plus g = {x\ai(x) > 0, a/jc) = Vi e /i U A?, 7 e 7 U C} et /= {x\ai(x) > 0, aj(x) = , V( e /i, ; e ; u u C}, et 
donc / c g. 

Nous sommes donc exactement dans la situation de la proposition [3231 et la suite (x„)„eN tend vers [u + ^Ao- □ 



3.3 Structure du bord de Aq 

3.3.1 Prolongement des automorphismes 

Pour que les automorphismes de Aq se prolongent en des homéomorphismes de Aq, il est nécessaire de supposer que 
;F est stable par le groupe de Weyl vectoriel W (hypothèse (H7)), ce que nous ferons dorénavant. Un tel prolongement 
est forcément unique puisque Aq est dense dans Ao. 

^ 

Proposition 3.3.1 Soit w e W, et soit w: r /-n r , /-m . Alors w est un homéomorphisme bien défini de Aq 

[/]a„ ^ Mf)]A, _ 

qui prolonge w, c'est donc l'unique prolongement continu de w à Aq. 



Démonstration: 

S\ f - x + f e Taq, alors w(/) = w(x) + wif) e T^a car vv € W préserve T . Donc W préserve Ta^- On voit également 
que W préserve la relation d'équivalence donc w est bien défini. Comme de plus w est bijectif sur Ta^,, on obtient 
que M> est bijectif. 

Soit X - [/]ao 6 Ao, et 'V(/, U) un voisinage de x, montrons que vv^'C^C/» f^)) contient un voisinage de vv"'(x) = 
[w-i(/)]. On calcule : vv-'m./, f/)) = {[w-'(§)]l§ c / + C/} = {[g]|w(g) c / + t/) = c vv-'C/ + f/)). Mais 

w"'(/ + f/) = w^H/) + donc vi>"'('y(/, t/)) = 'y(w"'(/), t/), qui est un voisinage de vv^'Cx). Donc vv est continue. 
Comme Ao est compact (donc en particulier séparé), vv est automatiquement fermée, c'est donc un homéomorphisme. □ 

— > 

Bien entendu, l'action de sur Ao s'étend elle aussi de la même manière en une action par homéomorphismes 
sur Ll Ay ^. L' action affine et l' action vectorielle sont compatibles au sens suivant : si w e W envoie A^^^ sur Ao^, si 

vv e W est sa partie vectorielle, alors w envoie Ap sur Aog' et vv — + est bien la partie vectorielle de w\a^ 



3.3.2 Coeurs de cônes 

Pour faire le lien entre les cônes de f et les facettes de Weyl vectorielles, la notion du coeur d'un cône développée 
dans ce paragraphe est utile. 11 s'agit d'attacher à un cône de T' une facette vectorielle, ou une partie de facette vecto- 
rielle, qui le caractérise. 

rappel : Dans un complexe de Coxeter abstrait, si / est une facette, alors /* est le complexe de Coxeter formé de 
toutes les facettes g supérieures à /, c'est-à-dire telles que f ^ g- 

Pour définir la notion similaire dans le cadre de la réalisation géométrique d'un immeuble abstrait, nous prenons les 
conventions suivante : si c Â*est un cône inclus dans une facette de Weyl, on appelle étoile de É dans, A et <?* (parfois 
juste ô*) l'union de toutes les chambres fermées contenant ô. C'est un cône convexe fermé d'intérieur non vide. L'étoile 
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de 5 a la propriété que tout mur coupant son intérieur doit contenir ê. De plus, si : A —> B est un isomorphisme alors 
Si / = X + / avec / un cône inclus dans une facette de Weyl, on pose = x + f^. 

Définition 3.3.2 Soit f & T, soit WT, = SXahw^if) le stabilisateur de f. On pose ô{f) :=//={xG/|Vwe 



W 



w{x) = x} = / n Fix^„(Wp, c'est le coeur de f. 



Voici quelques propriétés simples du coeur d'un cône. Remarquons qu'on obtient des informations non triviales 
sur les cônes de T, en particulier sur leurs stabilisateurs dans W. 

Proposition 3.3.3 Soit f & Alors : 

1. Sw&W,ô{w.f) = w.ô{f). 

2. ô(f) est un cône vectoriel convexe non vide. 

3. Si f+geT, alors ô{f) n ô{g) = 0. 
ô{f) est inclus dans l'intersection des murs coupant f, et WLcontient les réflexions par rapport à ces murs. 



W^= Fix,.(^(/3X c'estàdir. qu'un élément de W stabilise fssi il fixe ôif). 
ô( f) est inclus dans une facette de Weyl. 

/c ôi/y. 

(amélioration de 4.) ô(f) est égal à l'intersection de f et des murs coupant f, et WT, est le sous groupe de 



Coxeter engendré par les réflexions selon ces murs. 
9. Sig&'F et si f g, alors il existe une facette de Weyl h telle que ô{f) U ô{g) c h. 
Démonstration: 

1. Conmie W ^ = wW'ja'-\ les points fixes de W , sont w.FixAÂW"). D'où ô{w.f) = w./n w.FixAnCWQ = 

w/ / w./ / / 

w.(/nFixA„(ir.) = w.5(/). 

2. L'ensemble des point fixes d'une application linéaire est un cône vectoriel convexe. Et / aussi. Donc ô{f) est 
une intersection de cônes vectoriels convexe, c'en est donc un aussi. Soit z & f. Comme est fini, on peut 

définir g conmie le barycentre de {w(z)|w e W^}. Par convexité def,g€ f, et c'est un point fixe pour Wy Donc 

S{f) + 0. 

3. Ceci est clair car ô{f) c /. 

4. Soit un mur coupant /, soit cr la réflexion selon Û. Comme T est stable par W"' , cr{ f) e T ■ Mais cr fixe au 
moins un point de /, donc / n cr(/) + 0, donc (t(/) = / et cr e Alors c Fix^<cr) = M nf. 

5. Soit w € W. Si w e alors w fixe ô(f) par définition. Réciproquement, si w fixe S(f), alors w fixe au moins 
un point de /, donc w(/) = / (on a déjà fait ce raisonnement). 

6. Il s'agit d'abord de prouver que pour tout mur vectoriel M, ô(f) est soit inclus dans M, soit inclus dans un des 
deux demi-appartements ouverts défimités par M. Mais c'est une conséquence de la convexité de ôif) et du 
quatrième point. Ensuite, d'après le point précédent, il suffit de vérifier que Fixwiôif)) = Fix^vi^, où ^ est la 
facette de Weyl contenant ô(f). Ceci découle du fait que W préserve l'ensemble des facettes de Weyl, et que si 
w €W^ stabilise une facette, alors il la fixe. 
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7. Soit C une chambre fermée coupant /. Montrons que C contient ô(f). Supposons par l'absurde qu'il existe 
y e ô( f) \ C. Soit x e C n /, alors [x, y] c /. Soit z tel que C n[x,y] - [x, z] - On a z ^ y csi y i C . Alors z est 
dans un mur M qui borde C et qui ne contient par [x, y] . Mais z e /, donc M coupe /, donc d' après le quatrième 
point, ô(f) c M. En particulier, y e M, d'où [x,y] e M, ce qui est une contradiction. 

8. Notons g la facette de Weyl contenant ô{f). Alors W^l = Fixjy. (^, c'est un sous groupe de Coxeter de W, 

engendré par les réflexions selon les murs contenant g. Mais ces murs sont justement les murs coupant / (utiliser 
4.), d'où la seconde partie de 8. On sait alors de plus que g est l'ensemble des points fixes de W^^ et aussi 

l'intersection des murs contenant g. On obtient alors que ô(f) = g(^f puis que ô{f) et l'intersection de / et des 
murs coupant /. 

9. Si / c g, alors ô(f ) c ^ c ô(g)*, d'où le résultat. □ 



Lorsque f eT, f n'est pas forcement inclus dans une facette de Weyl. On peut néanmoins poser /* - (5(/)*. Ceci 
contient /, par le point 7. de la proposition. On notera alors, si / € Tao, f* - s(f) + /*. 

Exemples 

- Dans le cas où ;F = 'F" est l'ensemble des facettes de Weyl de Â*o, on a ô{f) = /, pour tout f ^T- 

- Dans le cas oùT - comme dans 12.51 si / est une facette admissible de Cq de type /, alors par définition, 
WJ^^^ c Stab(7./). D'autre part, il est clair que W]' = Stab(/) c Stab7./. Il est facile de vérifier qu'en fait 

Stab(7./5 - W'jljjypi^i . Dès lors, le coeur de J.f est la facette de Q de type / U (7 n /^). De manière plus générale, 
si / est une facette admissible, alors ô{J.f) est la sous-facette de Weyl de / de type / U (7 n /■""). 



- La figure H] représente les coeurs des cônes de la décomposition du troisième exemple de 12.5.31 Les coeurs de 
dimension 2 sont hachurés, ceux de dimension 1 sont en pointillé. Pour faciliter la lecture, la figure de gauche 
rappelle cette décomposition en cônes. 




FiG. 4 - Les coeurs d'un autre exemple de décomposition en cônes. 
Pour finir, définissons le coeur d'un cône aflîne : 



Définition 3.3.4 Soit f — x + f un cône affine. On définit alors ô(f) — x + ô(f), c 'est le coeur de f. 

Le coeur d'un cône affine est toujours caractéristique du cône : 

Proposition 3.3.5 L'ensemble des coeurs de cône affine possibles est [x + ô \ x & Ao, ô € ôi'F)]. Et chacun de ces 
coeurs est le coeur d'exactement un cône affine. 
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Démonstration: Il est évident que chacun des x + ô, pour x E Aq et 5 le coeur d'un cône vectoriel est le coeur d'un 
cône affine. Étudions l'unicité. Supposons ôif) = ôig) avec f,g € Taq- Comme ôif) et ôig) sont des sous-cônes de / 
et g, ils ne contiennent pas de sous-espace vectoriel non trivial et ont donc chacun un unique sommet, tout connme / 
et g. On peut alors conclure, d'après la définition du coeur d'un cône, que le sommet de / est aussi celui de ô(f), de 
même pour g. Comme ô(f) = ô{g), on obtient que tous ces sommets sont égaux. D'ovi ô(f) = ô{g), puis f = ^ d'après 
l'étude du cas vectoriel, d'où enfin f = g. □ 

Définition 3.3.6 Soit ô e ôCFao) un coeur de cône dans Aq. On appelle cône affine de Aq engendré par S l'unique 
f €Tao tel que ôif) = ô. 

Voici quelques propriétés iimnédiates du coeur d'un cône afiine : 

Proposition 3.3.7 Soit f e Tao- Alors : 

- Si ô est un coeur tel que S c ô(f} et ô <z f, alors le cône engendré par ô est inclus dans f. Si ô c ôij) et ô <z f, 
alors le cône engendré par 6 est inclus dans f. 

- Pour tout w &W, w{f) = f si et seulement si w fixe ôif). 



3.3.3 Structure de complexe de Coxeter vectoriel sur une façade 

Fixons un cône / e îF. Dans ce paragraphe, on notera F := A^j/la façade de Ao de type /. C'est un espace affine 

dont l'espace directeur est F = Ao/Vect(/). On munit F du produit scalaire obtenu en l'identifiant avec (/)"^. Nous 
commençons par étudier la structure de P. Notons p = p^^ ^la projection sur F, et ^ : Aq — > sa partie vectorielle. 

Soit M^' l'ensemble (fini) des murs vectoriels contenant f.SiÛe AI", alors p{Û) est un hyperplan de P. Nous 

1- , ^.^N »/„ , , V* T ^ • M' —> {murs de/*} . . 

dirons que les p{M), pour M e M sont les murs de F. La fonction p^v : ^ est mjective, nous 

permettant d'identifier Af' à l'ensemble des murs de F. Cet ensemble de murs fait de F un complexe de chambres, 
nous voulons prouver qu'il s'agit en fait d'un complexe de Coxeter. 11 nous reste donc à trouver un groupe de Coxeter 
agissant simplement transitivement sur l'ensemble des chambres de F. 

Rappelons que le groupe W agit sur Uy^y^Ay^^ et que le stabilisateur de / est W^'-, - {w e W^'\w{ f) = /). Pour 

w e Wl, on note p(w) l'application induite sur f. Le groupe p(Wp préserve Al" et le produit scalaire de P, c'est le 

candidat naturel comme groupe de Coxeter de F. Montrons que c'est effectivement un groupe de Coxeter et qu'il agit 
simplement transitivement sur l'ensemble des chambres de P. On observe la suite exacte courte : 

^ Fixw^i/-^) A ;,(Wp ^ 

D'après le paragraphe précédent, W^lest le fixateur dans de ô{f), ou encore le fixateur de la facette de Weyl 

contenant ô{f). Choisissons une chambre C contenant ô{f) dans son adhérence, soit S le système générateur de 
formé des réflexions par rapport aux murs de C. Alors il existe / c 5 tel que = Wi =< s\s e / >. De plus, 

I^[seS\s{ô{f))^ô(f)]. 

Comme préserve le produit scalaire sur Aq, les éléments de WT, stabilisent Vect(/5 et if)^. Dans une base 



adaptée, leurs matrices sont du type Mat(w) = 



, où if/(w) est la matrice de w restreint à Vect(/) et (p(w) 



t//{w) 
(piw) 

est la matrice de w restreint à (f)''~, c'est aussi la matrice de p{w). 

Soit s € I, s est diagonalisable et préserve les espaces Vect(/3 et (f)'^. On peut donc choisir une base adaptée connme 
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précédemment en imposant en plus que ipis) et soient diagonales. Le spectre de s est composé d'un seul -1 et les 
autres valeurs propres sont 1, donc soit il/{s) est une réflexion et (pis) = id, soit (p(s) est une réflexion et i//is) = id. 
Notons h l'ensemble des réflexions de / se trouvant dans le premier cas, c'est-à-dire qui agissent sur / et fixent /-^. 
Notons h l'ensemble des réflexions se trouvant dans le second cas, qui fixent / et donnent une réflexion sur f-^. 
Alors Wi^ c Fixw'if), Wi, n Wi^ - [id], et p\w,, est injective. De plus, tout élément de W/j commute avec tout élément 
de W/, et = W/ = W/, est engendré par W/, et Wj^ . 

Par conséquent, ^ W/, x W/,, avec Wj, - Fixw'(f) - p(Wp (/i et I2 sont deux parties disjointes du diagramme de 
Coxeter de Aq). En particulier, piWp est un groupe de Coxeter. 

A présent, on vérifie que le complexe de chambres défini par Al^ sur F est isomorphe au complexe de Coxeter 
Wj^.C. On dispose d'une fonction W/^-équivariante de Wj^.C dans les chambres deP Al s'agit de la fonction pç qui a 
une chambre D dans Wj^ .C associe la chambre de P contenant piD). 

Cette fonction est injective car les murs de W/, .C contiennent tous les points fixes de W/, donc en particulier /, donc 
ce sont tous des éléments de M. Deux chambres distinctes dans Wj^ .C sont donc séparées par un mur de AI", elles 
donnent donc deux chambres distinctes dans P. 

Enfin vérifions que pc est surjective. Toutes les réflexions par rapport à un mur de AV sont des éléments de Wj^ . 
Comme ces dernières agissent transitivement sur les chambre de P et comme pc est W/^ -invariante, on obtient bien la 
surjectivité. 

Résumons : 

Proposition 3.3.8 Soit / e ;F, alors l'espace vectoriel directeur de la façade A^jf est muni d'une structure de complexe 
de Coxeter où : 

— les murs sont les hyperplans du type p{M) où M est un mur de Aq contenant f. 

- le groupe de Coxeter est /^(Wp - Fixvi/v(/) (isomorphe à Wi^ avec les notations précédentes). 

Si C est une chambre fermée contenant ô(f), alors ce complexe de Coxeter est isomorphe à Fixw(f).C, via l 'applica- 
tion Pc : w.C \-^la chambre de F contenant p{w.C). 

Remarque: Ce complexe de Coxeter n'est pas forcément essentiel. Le cas extrême est atteint lorsque / est une 
droite, incluse dans une chambre. Alors 7 = 0, donc A^j? est trivial comme complexe de Coxeter, et pourtant il est de 
dimension dim(J) - 1. 

En fait, A„^.est essentiel ^ ¥ixA„(Wi,) = Vect(/) « Vect(/) = Vect(Cl(/)). 
En particulier, A^^ est essentiel si / est une réunion de facettes de Weyl. 

Dans la décomposition ^ W?, x Wj^, le premier facteur est donc le groupe de Coxeter de P. Concernant le 
deuxième facteur, on montre facilement le résultat suivant : 

Proposition 3.3.9 Soit P le supplémentaire orthogonal de Vect(5(/3) dans Nect{f), de sorte qu'en identifiant P avec 
f^, onaÂo = Vect((5(/)) ®P®P, et la somme est orthogonale. 

Alors les murs de Âq contenant ô(f) contiennent soit P, soit P. On sait déjà que les premiers induisent les murs de P, 
les second définissent un complexe de Coxeter sur P, dont le groupe de Coxeter est VK/,. Ce complexe de Coxeter est 
essentiel. 

En terme de diagrammes de Dynkin, disons que si D est le diagramme de Aq, I (qu'on identifie à un sous- 
diagramme de D) est obtenu en enlevant les noeuds de D correspondant au type de la facette de Weyl contenant 
ô(f). Le diagramme obtenu est séparé en deux parties non reliées, le digramme I\ de E et le diagramme I2 de P. 
Notons que si le diagramme de A^^ est connexe, alors £ ou F doit être trivial, c'est-à-dire sans mur, ce qui correspond 
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aux situations suivantes 



- ^trivial o /i = o Stahw'(f)^Stahw^(ô(f)) o /c Cl(5(/1). Comme = Cl(5(/5) n / ceci équivaut 
en fait à f - ô(f) donc à £ = {0}. 

- trivial o /2 = o FixwK/) = {«) « Cl(/1 contient une chambre. 

3.3.4 Structure de complexe de Coxeter affine sur une façade 

A présent, soit Ai - {M mur de Aq | M E Al' ). Alors M est un ensemble discret d'hyperplans. 
Le sous-groupe de W qui stabilise la façade F - Ag^ est Wjf - {w e W\w E Wp - {w e W\w(f) - /). Ce sous- 
groupe contient les symétries par rapports aux murs de M, il préserve la structure euclidienne de F et cet ensemble 
d'hyperplans. En notant p(w) l'élément de Isom{F) induit par w, on voit donc que p{Wj) agit sur F en préservant M, 
et qu'il contient les réflexions orthogonales par rapport aux hyperplans de M. 

Ceci suffit à prouver que M définit un complexe de Coxeter affine sur F, et que piWj) contient le groupe de Coxeter 
correspondant. 

Définition 3.3.10 L' ensemble des facettes de Âq est la réunion des ensembles de facettes de chacune de ses façades. 

3.4 Compactification de chaque appartement 

Soit A un appartement de I soit : Aq — » A un isomorphisme et : Aq ^ A sa partie linéaire. 
On notera encore T l'ensemble des ${f), f e T. Comme deux isomorphismes entre Aq et A diffèrent d'un élément 
du groupe de Weyl W, le choix de (p n'intervient pas dans cette définition. De la même manière, on notera encore U 
l'ensemble des ^{U), U eU, on si l'on préfère, l'ensemble des voisinage de dans A stables par VK(A). 
Comme dans la partie précédente, on définit Ta l'ensemble des cônes affines de A, A le compactifié de A, {A jf \ f e f] 
l'ensemble des façades de A, "Va la fonction qui à un cône de Ta et un élément de K associe un voisinage dans A, le 
coeur d'un cône, etc.. 

Un isomorphisme tfr : A B entre deux appartements induit un isomorphisme entre chacun de ces objets pour 
A et l'objet correspondant pour B. Il s'étend notamment en un unique homéomorphisme de A sur B, noté encore if^. 
Explicitement, on a 0([/]ao) = [0(/)]a- 

Pour toute façade A^de A, i/r induit une isométrie entre Ay et B^^ji^, cet homéomorphisme induit une bijection entre les 
murs de Ayj et ceux de B ^^jy c'est donc un isomorphisme de complexes de Coxeter. 

Dans la suite, on appellera isomorphismes d'appartements compactifiés les applications telles qui sont des homéomorphismes 
entre deux appartements compactifiés qui induisent sur chaque façade un isomorphisme de complexe de Coxeter. 

4 Quelques résultats généraux sur les immeubles 

Le but principal de cette section est de donner des critères permettant de s'assurer qu'une partie de I est incluse 
dans un appartement. Les résultats de 14.11 sont vrais dans un immeuble quelconque, nous cesserons donc pour cette 
partie de supposer I affine. 

A défaut d'une réalisation affine, il sera toujours possible d'utiliser la réalisation comme cône de Tits d'un complexe 
de Coxeter E quelconque. Il s'agit d'un cône convexe C dans un espace vectoriel de dimension finie V dont le sommet 
est 0. Les murs de Z correspondent à des hyperplans vectoriels de V (qui rencontrent l'intérieur de C), les facettes sont 
des cônes convexes de sommet 0, les facettes de dimension / sont des cônes ouverts dans un sous-espace vectoriel de 
dimension / (voir ||Bou68 1 4.6). 

La notation (/) pour une facette / dans un complexe de Coxeter Y. représentera l'intersection des murs de Y. qui 
contiennent /. Si S est un complexe de Coxeter affine, identifié à sa représentation affine, alors (/) - Aff(/), et si E 
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est un complexe de Coxeter quelconque identifié à son cône de Tits, alors (/) = Vect(/). 
On rappelle d'abord quelques résultats classiques, sur lesquels s'appuie toute la suite : 

Proposition 4.0.1 Soit I un immeuble, de système de Coxeter {W,S). Son système complet d' appartement est l'en- 
semble des parties de I isomorphes au complexe de Coxeter de {W,S). 

A partir de cette proposition, on montre le résultat fondamental suivant (voir ||Ron89l . théorème 3.6 page 31) : 

Tliéorème 4.0.2 Soit Z un ensemble de chambre de I, isométrique pour la W -distance de I à une partie de 5). 
Alors il existe un appartement du système complet d' appartements de I contenant Z. 

On note immédiatement deux conditions équivalentes à celle donnée par le théorème : 

Corollaire 4.0.3 Soit Z un ensemble de chambres dans I . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

- Pour tout c,d,e e Z, ô(c, e) — ô(c, d)ô(d, e), où ô est la W -distance de I. 

- Trois chambres quelconques de Z sont incluses dans un même appartement. 

- Il existe un appartement contenant Z. 

Voici deux situations particulières où s'applique ce théorème : 

Corollaire 4.0.4 - Si Z est une galerie tendue (pas forcément finie), alors Z est contenu dans un appartement du 
système complet d' appartements de I. 

- Si D est un demi-appartement délimité par un mur M, et si c est une chambre de I dont une cloison est incluse 
dans M, alors D U c est inclus dans un appartement du système complet d' appartements de I. 

Enfin, voici une version assez générale du résultat parfois appelé « lemme fondamental des immeubles » : 

Lemme 4.0.5 Soient 2 et S' des complexes de chambres. On suppose que dans E', toute cloison est dans au plus deux 
chambres. Soit c une chambre de et d une chambre de Y! . Alors il existe au plus un morphisme de complexes de 
chambres injectif de S dans 2' qui envoie c sur d. 

En particulier, si Y, (zY! et c — d, un tel morphisme est forcément l 'inclusion. 

4.1 Parties closes dans un appartement 

Voici quelques rappels sur la notion de partie close, principalement issus de IBT72I pour le cas affine. Pour le cas 
général considéré ici, on peut se reporter à |Ré02| 5.4.3. On donne une preuve de deux résultats classiques, à savoir la 
clôture de l'intersection de deux appartements et l'existence d'un isomorphisme entre deux appartements fixant leur 
intersection dans le cas général où l'intersection des appartements ne contient pas forcément de chambre. 

Définition 4.1.1 (rappel) Une partie Z dans un appartement A est dite close si c'est une intersection de demi- 
appartements de A. Si Z est une partie quelconque de A, on note CIa(Z) (ou juste CliZ)) et on appelle enclos de 
Z la plus petite partie close contenant Z. C'est aussi l'intersection de tous les demi-appartements de A contenant Z. 

Proposition 4.1.2 Si Z est la fermeture d'un ensemble E de chambres, alors Z est clos si et seulement si E contient 
toutes les galeries minimales entre deux éléments de E. 

Démonstration: 

Le sens ^ est clair. Pour l'autre sens, il s'agit de montrer que si c est une chambre de A qui n'est pas dans E, alors il 
existe un mur séparant c de toutes les chambres de E. 

Soit d\, ...,dk,c une galerie minimale de £ à c. Alors di eEetdji E. Soit M le mur entre d[ et d2. Soit e e E, si M 
séparait di et e alors il existerait une galerie minimale entre e et di passant par d2, ce qui impliquerait que d2 e E, ce 
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qui est impossible. Donc M sépare c et E. 



□ 



Cette proposition permet une définition de la clôture dans J, pour des ensembles de chambres, cohérente avec la 
précédente : 

Définition 4.1.3 Un ensemble de chambres de I est dit clos s'il contient toutes les galeries minimales entre deux de 
ses chambres. L'enclos d'un ensemble de chambres est le plus petit ensemble de chambres clos le contenant. 

La proposition précédente prouve que si Z est un ensemble de chambres inclus dans un appartement A, alors Z est clos 
(au sens l4.1.3l l si et seulement si Z est clos dans A (au sens 14.1.11 1. 

L'enclos d'une partie, même convexe, d'un appartement n'est pas toujours évidente. Par exemple dans un appar- 
tement de type B2 on trouve facilement des parties convexes de toute dimension non nulle, dont l'enclos contient des 
chambres qui n'ont aucun point en commun avec la partie de départ. 



4.1.1 Projection 

Pour étudier la clôture d'ensembles de facettes qui ne sont pas forcement l'adhérence d'un ensemble de chambre, 
la notion de projection est très utile. Rappelons-en les principales propriétés. 

Définition 4.1.4 Soit E un complexe de chambres, soient c et d deux simplexes de E. On appelle projection de d sur c 
et on note proj^{d) l'intersection des chambres finales de toutes les galeries minimales de d à c. 

Proposition 4.1.5 Soit E un complexe de Coxeter, et c, d deux simplexes de E. Alors : 

- proj^(d) C Cl(c U d) 

- Soit g la chambre terminale d'une galerie minimale de d à c, et soit M l'ensemble des murs contenant c et d. 
Alors projjd) est l'intersection de g et des murs de M. 

- L'étoile de proj^id) est formée des chambres terminales des galeries tendues de d à c et des intersections de ces 
chambres. Son groupe de Coxeter, c'est-à-dire Fixw(Y.)(p''oj^(d)) est le groupe engendré par les réflexions selon 
les murs de M. 

- dim(/5ro jdd)) > â\m{d) avec égalité si et seulement si c C {d)^,. 

Remarque: La dimension d'une facette / dans un complexe de Coxeter E est son nombre de sommet. Ceci coïncide 
avec la dimension de Vect(/) dans le cône de Tits, et avec la dimension de Aff(/) plus 1 dans une réalisation affine si E 
est de type affine et irréductible. Dans le cas non irréductible, la représentation affine de E contient des polysimplexes 
qui engendrent un espace de dimension moindre que leur nombre de sommets moins 1 . 

Cependant, la proposition est encore vraie dans ces cas si on remplace la dimension d'une facette par la dimension de 
l'espace affine qu'elle engendre. 

Démonstration: 

Pour le premier point, soit un demi-appartement délimité par le mur M et contenant c et d. Soit F une galerie 
minimale de li à c, si F n'est pas incluse dans M^, alors en la pliant le long de M on obtient une autre galerie minimale 
àt da.c qui elle est incluse dans . La chambre finale de cette galerie contient proj^((i), d'où proj^((i) c . Ceci 
prouve que proj^(ii) c Cl(c U d). 

Passons au second point. Soit F = go, ..■,gk une galerie tendue de t/ à c avec gi^ - g si k - d(c, d). Soit M e Al, no- 
tons <tm la réflexion selon M. Alors (TmÇT) est aussi une galerie minimale de c/ à c, donc proj^(c/) <z g A cr^(g) - g/\M. 
Nous prouvons ainsi que projc(ii) c g A /\MeM ^■ 

Pour montrer l'inclusion réciproque, il s'agit de prouver que toute galerie tendue de à c se termine par une chambre 
contenant g A A/neM Soit - ho, ...,hk une telle galerie. Il suffit de prouver que les murs séparant g de hk sont 
dans Ai. Si est un tel mur, il contient g A ht donc en particulier c. De plus, il ne peut couper ni F ni © sans quoi on 
pourrait réduire ces galeries par un pli le long de A^. Donc sépare go de ho, donc contient go A ho, et en particulier d. 
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Ceci prouve que e Ai, et conclut la démonstration du second point. 

Notons T l'ensemble des chambres terminales de galeries tendues de d à c. Notons aussi W le groupe engendré 
par les réflexions selon un mur de M. Nous venons de voir que tout mur séparant deux chambres de T est dans M. 
Nous avons vu juste avant que W stabilise T. Ceci entraîne que T - W'.g, et que T contient toutes les galeries ten- 
dues entre deux de ses éléments. De plus, l'action de W sur T est simplement transitive puisque celle de WÇL) sur les 
chambres de S l'est. Soit S' l'ensemble des réflexions selon les murs de M bordant 7". Si w 6 W, soit A une galerie 
tendue de g à wg, elle est incluse dans 7~. Le premier mur qu'elle rencontre correspond à une réflexion s e S', et alors 
l(sw) < l(w). On prouve ainsi par récurrence que W est engendré par S', c'est donc le sous-groupe parabolique de 
correspondant à la chambre g et aux réflexions S'. C'est donc le fixateur de la facette de g fixée par S'. Mais 
Fixj;(5') - Fix^iW) = H^ew c'est l'intersection des chambres de T, et par définition, c'est proj^.((i). Au final, 
W = Fixiy(i;)(projc(£/)), et 7" = W'.g est l'ensemble des chambres de (proj^(t/))*. Ceci prouve le troisième point. 

Pour le dernier point, on considère la réalisation géométrique C c V de 2 comme cône de Tits. 
Soit Aig l'ensemble des murs de M qui bordent g, ils correspondent à une famille d'hyperplans linéairement indépendants 
(au sens où les formes linéaires les définissant sont indépendantes). Nous avons vu que proj^(£/) est l'intersection de g 
et des murs de Aig, d'où Codim(projp((i)) - Card(Alg) = Codim(nMe7Mç Comme tous ces murs contiennent d, on 
adc ClMeM, M, d'où àxmd < dirniÇ^^eM, M) = dim(proj^(t/). 

Le cas d'égalité est atteint lorsque tous les murs contenant d contiennent également proj^(6/). On a alors c c proj^(t/) c 
{d)x. Réciproquement, si c c {d)^, alors tous les murs contenant d contiennent aussi c et donc sont dans Al. 
Au vu du point précédent, M est l'ensemble des murs contenant proj^((i). On a donc {d)^, - (proj^(û!))j; d'où 
dimc/ - dim(proj^(J)). □ 



4.1.2 Les parties closes sont des complexes de chambre 

Proposition 4.1.6 Une partie close dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambre. 

Démonstration: 
Soit E une partie close dans un complexe de Coxeter S. 

Soit c un simplexe de E, choisissons d un simplexe de dimension maximale dans E. La proposition ^. 1 .SI montre que 
proj^((i) est inclus dans E et est de dimension supérieure à celle de d. Comme d est de dimension maximale, les di- 
mensions sont en fait égale, ceci prouve que c est inclus dans un simplexe de dimension maximale. 

Il reste à prouver qu'entre deux simplexes de E de dimension maximale existe une galerie dans E. Soient c et t/ 
deux tels simplexes, on procède par récurrence sur la distance, dans 2, entre c et d. 

Si d{c, d) - 0, cela signifie que c eid sont inclus dans une même chambre C de S. Soit alors c V c/ la plus petite facette 
de C contenant c et d, elle est incluse dans Cl(c, d) donc dans E. Comme c et c/ sont de dimension maximales dans E, 
on a dim(c y d) - dim(c) - dim(t/), d'où c = c V c/ = t/. La galerie de longueur formée uniquement de la chambre c 
relie ca.d. 

Si d{c, d) > 0, soit F - gQ...gk, k > l, une galerie tendue dans E de c/ à c. Comme c [t gk-i, le simplexe cr :- c A gk-i 
est de codimension 1 dans c (c'est une cloison de E). Maintenant piojg.(d) est une chambre de E adjacente à c et 
strictement plus proche dans E de t/ que c. Ce qui conclut la récurrence. □ 

Le cas particulier d'une intersection de murs est intéressant, puisqu'on prouve alors qu'il s'agit d'un complexe de 
chambre "au plus mince" : 

Lemme 4.1.7 Une intersection de murs dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambres dans lequel une 
cloison est incluse dans au plus deux chambres. 

Démonstration: 

Soit At un ensemble de murs dans un complexe de Coxeter S, et E leur intersection. En particulier, c'est une partie 
close de X donc un complexe de chambres. 
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Soit cr une cloison de E. On considère la réalisation géométrique C comme cône de Tits du complexe de Coxeter cr* 
formé des simplexes de E contenant cr. La facette minimale de cr* est cr, elle correspond à {0} dans le cône de Tits. Les 
chambres de E contenant cr correspondent à des demi-droites issues de 0. Nous voulons montrer qu'il ne peut y avoir 
qu'au plus deux telles demi-droites. 

Les demi-appartements de S contenant E soit contiennent cr* soit contiennent cr dans le mur qui les bordent et in- 
duisent alors un demi-appartement de cr*. Ceci prouve que E Hcr* est égale à l'intersection des demi-appartements de 
cr* induits par les demi-appartements de S contenant £ n cr* et dont le bord contient cr. Donc £ n cr* est une partie 
close de cr*. Dans V, c'est l'intersection de C avec des demi-espaces, c'est donc un convexe. Donc si d est une chambre 
de E contenant cr, alors £ n cr* c Vect(£/), en identifiant £ n cr* et c/ à leurs images dans V. Ainsi les chambres de 
£ contenant cr sont, dans V, des demi-droites issues de incluse dans la droite Vect(t/) : il n'y en a que deux possibles. □ 

Ce dernier résultat permet de prouver la caractérisation géométrique des parties closes suivante : 

Proposition 4.1.8 Soit 2 un complexe de Coxeter, C <Z V sa réalisation comme cône de Tits dans l'espace vectoriel 
V. Soit E un ensemble de facettes dont l'image dans C est fermée et convexe. Alors E est une partie close. 

Remarque: 

- Réciproquement, une partie close de S est clairement convexe et fermée dans C, et égale à une union de facettes. 

- Ce résultat est encore vrai dans le cadre d'un complexe de Coxeter affine en remplaçant la réalisation comme 
cône de Tits par la réalisation comme espace affine (et en remplaçant dans la preuve Vect(/) par Aff(/) ). 

Preuve du lemme: 

On identifie £ à son image dans C. Soit / c £ une facette de dimension maximale. Soit x e f. Pour tout y e £, le 
segment [x, y] est contenu dans £. Comme / est une facette maximale de £, ce segment doit rester, au voisinage de x, 
dans /. Donc [x,y] c Vect(/). Ceci prouve que £ c Vect(/). 

A présent, soit g c Vect(/) une facette qui n'est pas incluse dans £, montrons qu'il existe un mur M tel que £1*^^. 
Soit X e f, y e g. Comme £ est fermée, il existe z G [x,y] tel que [x,y] n £ - [x,z]. Quitte à déplacer le point x 
dans /, on peut supposer que z est dans une facette h c Vect(/) de dimension dim(/) - 1 . Il existe un mur M tel que 
h - M n Vect(/), vérifions que M convient. S'il existait un point a 6 £ tel que xl'^a, alors le segment [a,z] serait 
inclus dans £. Mais il existe au plus deux facettes de dimension dim(/) incluses dans Vect(/) et contenant z dans leur 
adhérence, par le lemme l4!l.7l Or [x,z] et [a,z] coupent deux telles facettes distinctes. Ceci prouve qu'il y en a deux, 
et qu'elles sont dans £. Mais ceci contredit la définition de z car l'adhérence de leur réunion contient un voisinage de 
z dans Vect(/) inclus dans £. □ 



4.1.3 Intersection de deux appartements 

Proposition 4.1.9 L'intersection de deux appartements A et B est une partie close de A et de B. 
Démonstration: 

Soit / une facette maximale dans A n B, c'est à dire une facette qui n'est incluse dans l'adhérence d'aucune autre 
facette incluse dans A n B. Montrons que A n B c (/)a- 

Soit g une facette dans A n B. Soient Ta - a\, ...,ak et Yg - bi, ...,bk deux galeries minimales de / à g, l'une dans 
A l'autre dans B (deux galeries minimales entre deux facettes ont forcément la même longueur). Soit A = («i = 
di, di - b]) une galerie minimale de ai àbi et Z un appartement la contenant. On a «i A = / puisque / est une 
facette maximale dans A n B, et toutes les chambres de A contiennent /. 

Soit p - pA.cii, pi^B) est une galerie minimale entre f et g dans A. Si 4> est l'isomorphisme de Z sur A fixant oi, les 
murs séparant ai et p(bi) sont les images par (p des murs de Z séparant ai et bi. Si M est un tel mur, M ne sépare 
pas f et g puisque f c M. Donc g (Z M, sans quoi une des galeries Fa ou piTs) traverserait M et ne serait donc pas 
minimale. Il reste donc à prouver que l'intersection de ces murs est (/)a, ou de manière équivalente, que l'intersection 
des murs de Z traversés par A est (/)z- 
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Soit S le système générateur du groupe de Coxeter W de Z formé par les réflexions selon les cloisons de «i. Soit 
/ c 5 le type de /, Wj -< / > le fixateur de / dans W. Soient M\,..,Mi les murs traversés par A, cri,..., cri les 
réflexions correspondantes, et U le groupe qu'elles engendrent. Il suffit de montrer que U - Wi. Pour commencer, 
cTi e / puisque Mi est un mur de «i et que cri fixe /. Notons si - cri. Ensuite, on a 1x2 = iti o ° cri, avec .^2 ^ S . 
On constate alors que .^2 fixe /. En continuant ainsi jusqu'à cr/, on constate que U -< si, S2, 53, si > où les 5, sont 
des éléments de S qui fixent /, c'est à dire des éléments de /. Il ne reste plus qu'à prouver que chaque élément de / 
apparaît dans {si, s/). Soit se/, supposons par l'absurde que si {si, s/). Soit h la facette de type / - {s], c'est 
une facette strictement plus grande que /, et elle est fixée par toutes les s,. Elle est donc fixée par toutes les cr,, mais 
ceci entraîne que h a a\ Ab\, et cela contredit l'hypothèse de maximalité sur /. 

Nous avons ainsi prouvé que An B c {f)A - On peut conclure par récurrence sur la longueur / de A. 
Si / = 0, alors / est une chambre. Il est alors bien connu que dans ce cas, A n B est l'adhérence d'un ensemble de 
chambres, et que toute galerie minimale entre deux chambres de A n B est incluse dans A n B. Donc A n B est clos. 
Si Z > 0, utilisons le corollaire l4.0.4l pour trouver un appartement A 1 contenant un demi-appartement de A délimité par 
d\ A d2 ainsi que d\ et d2. Cet appartement contient le mur de A définit par d\ A d2, il contient donc en particulier (/)a, 
donc A n B. Donc AnB = (AnAi)n(BnAi). Par hypothèse de récurrence, A n Ai et Ai n B sont deux parties closes 
de Al, donc (A n Ai) n (B n Ai) est close dans Ai. Mais il existe un isomorphisme de Ai sur A qui fixe A n Ai, donc 
en particulier (A n Ai) n (B n Ai), ce qui conclut la preuve. □ 



4.1.4 Isomorphisme entre deux appartements 

Proposition 4.1.10 Soient A et B deux appartements, alors il existe un isomorphisme cp : A ^ B fixant A n B. De 
plus. Si (/r : A — > B est un isomorphisme fixant une facette de dimension maximale de A r\ B, alors ij/ fixe AnB. 

Démonstration: 

Par |4.1.9| et l4.1.6l A n B est un complexe de chambre. Soit d une chambre de A n B. Soient C et D des chambres de A 
et B, respectivement, contenant d. Soit Z un appartement contenant C U D. En composant un isomorphisme de A sur 
Z fixant C puis un isomorphisme de Z sur B fixant D, on obtient un isomorphisme <p : A B fixant d. Montrons que 
(f> fixe AnB. 

Le dernier point de la proposition 14. 1 .51 montre que A n B c {d}j^ et A n B c {d}g. Or (^{{d)^) - {d)^, d'où 
0(A n B) c {d)B. Comme {d)B est un complexe de chambre "au plus mince", par 14.1.71 et que induit un mor- 
phisme injectif entre A n B et {d)B le "lemme fondamental des immeubles" 14.0.51 montre que (f) fixe AnB. □ 



4.2 Cheminées 

La notion de cheminée permettra d'utiliser pleinement le théorème 14. 5. 21 (ci-dessous). Nous en donnons ici une 
définition ainsi que les propriétés élémentaires. On suppose dorénavant que I est affine. 

Lemme 4.2.1 Soit A un appartement, c une facette de A, f une facette de A. Alors les points de Cl(c + f) restent à 
distance bornée de c + f. 

De plus, si d est une autre facette de A, g une autre facette de A telles que Cl(d + g) a Cl(c + f), alors g <^ f. 
Preuve du lemme: 

Soit {ff/l/e/uy des formes affines sur A telles que {a/},e/uy soit une base du système de racines de A avec / = {a, > 0, : 
Sj = 0, / e /, j e J] et telles que les murs de A de direction kero', sont les aT^{{n)) pour « e Z. Alors : 

c -H / c {q-/ > infc(ai), aj e aj(c), i e /, /' e /) c {a, > : aj e [nj, mj], i € /, je J} 

en appelant, pour i e I U J, n, la partie entière de infcCa,) et pour j e J, nij le plus petit entier supérieur à sup^,(Q'j). 
Le troisième ensemble est une intersection de demi-appartements donc une partie close, donc contient Cl(c + f). Il est 
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de plus égal àb + f avec b = {or; = «,■, aj e [rij, nij]]. Comme {c?,},e/uy est une base de A* et qu'elle reste bornée sur b, 

on déduit que b est borné. Mais c est également borné, on voit alors facilement que les points de b + f sont à distance 
bornée de c + /. Et ceci reste en particulier vrai pour les points de Cl(c + /). 

Maintenant si g <t f, cela signifie qu'il existe v e g\ f. Alors d(v,f) > 0. Pour x un point de d, les points de la 
forme x + Àv sont dans Cl{d + g)et peuvent être rendus arbitrairement éloignés de c + /, car c est borné. Ceci contredit 
que Cl(<i + ^ c Cl(c + /). □ 



Définition 4.2.2 - Une cheminée dans un appartement A est une partie de A de la forme R — Cl(c + f), où c est 
une facette de A et f une facette de A. La facette f est uniquement déterminée par R d'après le lemme \4.2.1\ on 
l'appelle la direction de R. 

- Soient R et R' deux cheminées. On dira que R' est une sous-cheminée de R lorsque R' C R. On dira que R' est 
une sous-cheminée pleine, abrégé en sep, lorsque de plus R et R' ont la même direction et PiS(R) — AS(R'). 



On abrège de la même manière sous-cheminée pleine et sous-cône parallèle, mais les deux notions ont à peu près 
le même sens, l'une dans le cadre des cônes affines et l'autre dans le cadre des cheminées. 

Proposition 4.2.3 SoitR = Cl{c+ f) une cheminée dans A, soit d une facette de A incluse dans R. Alors Cl{d + f)<zR, 
c'est donc une sous-cheminée de R. 

Démonstration: 

Soit D un demi-appartement de A contenant R, montrons qu'il contient d -\- f. Ceci n'est pas tout à fait évident car d, 
et donc d -i- f n'est pas forcément incluse dans c + /. Soit a € A*, k e Z tels que D = 2)(a, k) - {x e A\a{x) > k}. 
Nous savons déjà que d <z R <z D. Soit v e f, x e d, montrons que x + v e D. Dans le cas contraire, nous aurions 
a{x) > ket a(x -H v) < A:, d'où â(v) < 0. Choisissons alors un point quelconque y E c, on aura a(c) > k car c c D, mais 
a(c -H Àv) < pour À un réel assez grand, ceci contredit le fait que c + f c D. Donc x -H v e £). □ 

Le lemme suivant permet dans certains cas de se ramener à des cheminées dont la base est une chambre. 

Lemme 4.2.4 Soit R = Cl(x + f) une cheminée. Soit x une chambre dont l'adhérence contient c, et Ri = Cl(x -H f^. 
Alors toute sous-cheminée pleine de Ri contient une sous-cheminée pleine de R. 

Preuve du lemme: Soit R'^ - C\{y + f) une sep de Ri. Le cône y + f* contient une sep R' de R, et pour montrer que 
R' c il suffit de prouver qu'aucun mur dont la direction contient / ne sépare strictement R de R'^. Soit M un tel 
mur. Comme R et R'^ sont deux parties incluse dans R\ - C\{x + f), si M sépare strictement R de R'^, alors M doit 
séparer strictement deux parties de jc H- /. Mais c'est impossible pour un mur dont la direction contient /. □ 

Définition 4.2.5 Soit R — Cl{c -h /) une cheminée. Une demi-droite caractéristique de R est une demi-droite ô dont 
l'extrémité est dans c et dont la direction est incluse dans f (en particulier, ô <Z R). 

Remarque: Si ô est une demi-droite, alors Cl(ô) est une cheminée dont ô est caractéristique. 

Proposition 4.2.6 Soit R — Cl(c -h /) une cheminée dans un appartement A. Soit ô une demi-droite caractéristique de 
R. Alors : 

- R^ cm 
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- Aff (Cl(ô)) est l'intersection des murs contenant ô 

- Si ô' est une demi-droite incluse dans ô, alors Cl(ô') est une sep de R. 

Démonstration: 

Pour le premier point, la proposition l4.2.3l prouve que Cl{ô) c R. Pour montrer l'autre inclusion, soit D = !D(a, k) un 
demi-appartement contenant ô, montrons qu'il contient R. Soit x le sommet de ô, ô sa direction, de sorte que ô - x + ^. 
Le fait que x est dans c prouve que D contient c. Et le fait que D contient une demi droite dirigée par ^ prouve que 
a{ô) c [0, oo[. Mais 5 est inclus dans /, et a est une racine, d'où a(f) c [0, oo[. On obtient alors c+f c £), d'où c D. 

Pour prouver le second point, soit Mg l'ensemble des murs contenant ô. Soit M e Mg, alors ô est dans les deux 
demi-appartements délimités par M, donc Cl(<5) est dans l'intersection de ces deux demi-appartements, c'est-à-dire 
dans M. Ceci prouve que AfF(Cl(5)) c ClineMs ^■ 

Pour l'inclusion réciproque, comme la répartition des murs de A est discrète, il existe x e ô qui n'est inclus dans aucun 
autre mur que ceux de Mg- Soit e la distance minimale entre x et un mur n'appartenant pas à Mg, on a e > encore 
par la répartition discrète des murs. Alors la boule dans CImeMs ^ centre x et de rayon e est incluse dans C\{ô), ce 
qui prouve que flMeMs ^ ^ Aff(Cl((5)). 

Enfin pour le troisième point, il faut montrer que Aff(Cl(5)) - Aff(Cl(5'))- Ceci provient directement du point 
précédent. □ 

Remarque: Guy Rousseau définit les cheminées comme l'enclos dans A d'une demi-droite, et d'un germe de seg- 
ment de même origine. Dans le cas d'un immeuble où les murs sont répartis de manière discrète, c'est une définition 
équivalente au vu de la proposition qui précède. 

Ainsi, une cheminée peut-être caractérisée par une demi-droite. Nous allons maintenant voir qu'une demi-droite 
est incluse dans une galerie tendue, ce qui permettra de ramener les raisonnements sur les cheminées à des raisonne- 
ment sur les galeries tendues. 



Proposition 4.2.7 Soit ô une demi-droite et s son origine, ou ô un segment et s une extrémité de ô. Alors pour toute 
chambre cq contenant s dans son adhérence, il existe une galerie tendue commençant par co contenant ô dans son 
adhérence. De plus, l'adhérence de toute chambre ou cloison de cette galerie rencontre ô. 

Preuve du lemme: 

Soit M l'ensemble fini des murs contenant ô. Soit E l'intersection de tous les demi-appartements D{M,cq) pour 
M e M. La demi-droite ô est incluse dans E. Elle est découpée en segments d'intérieur non vide (pour la topologie 
induite sur <5), et chacun de ces segments est inclus dans une unique chambre fermée incluse dans E. En efi'et, si un 
tel segment est inclus dans deux chambres, alors il existe un mur M séparant ces chambres et contenant ce segment. 
Comme le segment est d'intérieur non vide, M contient ô, donc M € M, donc au plus une des deux chambres est dans 
E. Soient {Ik)kës ces segments, rangés de manière que le sommet de ô soit dans /q et que VA;, 4 n h+i + 0. Soient 
{ck)k&À les chambres correspondantes, cq est bien la chambre donnée dans l'énoncé. Pour A; e N, soit une galerie 
minimale entre q et C'est une galerie incluse dans E car E est clos. On définit enfin F comme la concaténation 
des Yk auxquels on a retiré leurs dernières chambres, c'est à dire q+i, pour éviter qu'elles n'apparaissent deux fois de 
suite. Cette galerie contient bien ô, il reste à vérifier qu'elle est tendue. 

Remarquons pour commencer que puisque F c £, les murs de Al ne séparent pas les chambres de F. Supposons qu'il 
existe un mur M coupant deux fois F, entre d\ et di puis entre e\ et e2- H existe k et / tels que diUd2 c Fjt et ei Ue2 c F;. 
Toutes les chambres de Fk contiennent dans leur adhérence le point de 4 n I^+i, donc M contient aussi ce point. De 
même M contient le point de // n . Mais M ne peut contenir deux points distincts de A sans contenir A, donc k - l. 
Alors M coupe F^ deux fois, mais c'est impossible puisque F^^ est une galerie minimale. □ 
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4.3 Inclusion d'une partie d'appartement et d'une chambre dans un appartement 

On suppose dorénavant I munit de son système complet d'appartements. 

Considérons une galerie tendue F - c\,...,Cn de longueur n. Soit Ai un appartement contenant c\, le but est 
d'étudier quelles parties de Ai sont incluses dans un appartement contenant également c„. On peut supposer que C2 
n'est pas dans Ai. Soit M\ le mur de A\ contenant la cloison c\ A C2. Alors d'après le corollaire 14.0.41 chacun des 
deux demi-espaces de Ai délimités par M\ est inclus dans un appartement contenant également c^- Soit A2 un tel 
appartement contenant un demi-appartement de Ai et C2. On définit M2 comme étant le mur de A2 contenant la cloi- 
son C2 A C3. Alors chacun des demi-appartements de A2 peut être inclus dans un appartement contenant C3. Mais ces 
demi-appartements contiennent en quelque sorte des quarts d'appartement de Ai. En continuant ainsi jusqu'au bout de 
la galerie F, on prouve la : 

Proposition 4.3.1 Soit A un appartement et c une chambre. Soit n la longueur minimale entre une chambre de A et c. 
Alors il existe un découpage P C 'P(A) de A en 2" parties fermées, (certaines pouvant être vides) tel que 

- V est obtenu en coupant A en deux le long d'un mur, puis en coupant chacun des demi-appartements obtenus 
encore en deux le long d'autres murs, et en répétant cette opération encore n — 2 fois 

- chaque élément de V est inclus dans un appartement contenant également c. 

Remarque: Cette proposition est vraie dans un immeuble quelconque. 

Voici deux résultats qui seront très utiles par la suite directement obtenus grâce à cette proposition. 

Corollaire 4.3.2 - Soit Y — co, c\, ... une galerie tendue infinie. Soit d une chambre de I. Alors il existe «0 6 N ef 
un appartement A contenant d et tous les a pour i > «o- 

- Soit f une facette de quartier, et c une chambre. Alors il existe un sep de f qui est inclus dans un appartement 
contenant également c. 

Pour prouver ce corollaire, il suflît de remarquer que si A est un appartement contenant F, si M est un mur de A alors 
un des deux demi-appartements de A définis par M contient tous les c,- à partir d'un certain rang, car une galerie tendue 
ne peut être coupée deux fois par un même mur 

Et de la même manière, si A contient /, alors un des demi-appartements définis par M contient un sep de /. □ 

Nous voulons maintenant préciser la proposition l4.3.1l en déterminant certaines zones de A qui seront obligatoire- 
ment incluses dans un élément de la partition 'P. Pour cela, il s'agit d'identifier des parties de A qui ne seront jamais 
coupées par un mur "séparant A de c". Commençons par donner un sens précis à ceci : 

Proposition 4.3.3 Soit A e soit F — {ci)iei une galerie tendue telle que cq e A, avec I un intervalle de N contenant 
0. Soit Z un appartement contenant T, et <p : Z ^ A un isomorphisme fixant Cq. Soit P une partie de A, connexe, 
contenant cq, telle qu'aucun ^(M) pour M un mur de Z traversé par F ne sépare strictement deux points de p. 
Alors il existe un appartement contenant Cliji) U F. 

Démonstration: 

On construit par récurrence une suite d'appartements (F,),e/ telle que pour tout / € /, on ait yS U co U ci U ... U c, c F,-. 
Pour / = 0, Fo = ^ convient. Supposons à présent F, construit, avec / € / tel que / + 1 € /. Soit M,- le mur de F, 
contenant c, A c,+i. Si nous prouvons que M,- ne coupe pas y6 alors ceci entraînera que y6 U ci U ... U c,- c £)(M,-, c,), et 
le corollaire 14. 0.4| prouvera l'existence d'un F,+i convenable. 

Supposons par l'absurde que M,- rencontre p. Soit;^',- : F,- — > A l'isomorphisme fixant /? (il est unique car p contient 
la chambre cq). Alors ^,(M,) rencontre p. Mais ;^';(M,) - (p o {jjiiMÎ), ou i/^, : F,- — » Z est l'isomorphisme fixant cq. Et 
iffiiMi) est un mur de Z coupant F. Ceci contredit les hypothèses, et prouve donc l'existence de F,+i . 
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Chaque 7, contient en fait C\{J3), car A n F, est une partie close. Et C\(J3) est égal à l'adhérence de l'ensemble de ses 
chambres car il contient une chambre. A présent, pour tout triple (c, d, e) de chambres incluse dans Cl(yS) U F, il existe 
Yi contenant c Ut/ Ue. Ceci prouve, en utilisant le corollaire |4.0.3i rexistence d'un appartement Y contenant Cl(/6)ur.n 

Passons à présent à quelques situations particulières où s'applique ce résultat. 

Définition 4.3.4 Soit A un appartement et ô un cône inclus dans une facette de A. Soit ô — a + ô un cône de direction 
On appelle base de ô, et on note b{S) l'intersection de ô et des demi-appartements contenant un voisinage de a pour 
la topologie induite sur ô. 

Cette définition est indépendante de l'appartement A contenant (5 choisi. De plus, comme les murs de A sont répartis 
de manière discrète, b(ô) contient un voisinage de a pour la topologie induite sur ô. En particulier, la base de ô contient 
une base affine de AflgiS), pour tout appartement B contenant ô. Dis autrement, Afl B{b(ô)) - Aflgià). Enfin, b{ô) est 
inclus dans une facette de A. 

Remarque: Cette définition sera utilisée en|6]pour définir la topologie sur l'immeuble compactifié. 

Proposition 4.3.5 Soit A un appartement, É une facette de A non triviale, a & A, on note ô :— a + t. Soit b la base de 
ô. Soit B un autre appartement contenant b, et tff : A ^ B un isomorphisme fixant b. Soit x une facette de B incluse 
dans a — et telle qu 'aucun mur dont la direction contient É ne sépare strictement a de x. 

Alors pour toute chambre C A incluse dans (?* , il existe un appartement Z contenant (a + (?) U [x]. 
En particulier, pour tout point t de ô\, il existe un appartement contenant t, a et x. 

Remarque: 

- i/'((5) et ijjiô) sont indépendants du choix de ijj. 

- Comme c A n B contient une base affine de ô, on a en fait o c A n B. Cependant, pour les démonstrations de 
cette sous-partie, il me parait plus clair de ne pas faire cette identification, c'est-à-dire de distinguer (5 de iA(o)- 

- Dans la suite, on pourra noter -ô - a-ô\& cône opposé à ô, et de manière générale si / est un cône ne contenant 
pas de droite, -/ = s{f) - f. 

Démonstration: 

Soit co une chambre de A, coupant a -H C et dont l'adhérence contient b. Soit T - co, q une galerie tendue entre co 
et X. Si Z est un appartement contenant F, et i^z : A — > Z un isomorphisme fixant b, alors x est une facette de Z, les 
seuls murs de Z dont la direction contient ifziô) et qui séparent a de x contiennent a ou x, et enfin x e -ij/ziô)*- On est 
ainsi ramené au cas où l'intersection des deux appartements considérés contient la chambre cq. 

Soit j6 = (fl -H C) U Co, c'est un connexe contenant cq, il faut maintenant vérifier que pour tout mur M de F, t//^\M) 
ne coupe pas /3. 

Soit M un tel mur Alors ij/^^iM) sépare strictement cq et x, donc coupe -ô* . Si en plus iJ/^^M) coupe /3 alors il coupe 

-) -> * -> -) 

a + C donc en particulier l'intérieur de ô*. Ceci implique ô c ^^^(M) puis ô <z M. Mais alors x c M ou a e M. Le 

premier cas est exclus car M sépare strictement x de cq. Quand au second cas, il implique (5 c M, ce qui empêche que 

M coupe a + C. □ 

Dans la variante suivante de ce résultat, on veut obtenir un appartement contenant ô* U x. Pour cela on peut renfor- 
cer l'hypothèse sur les murs dont la direction contient ô, en imposant par exemple que les seuls murs séparant b x 
contiennent x. 

Cependant, nous nous contenterons de l'hypothèse x c -t//(ô), qui présente l'avantage qu'en poussant un tout petit peu 
le raisonnement, on arrive à trouver un appartement contenant non seulement x, mais en fait ô* U -ij/{ô). Ceci donne le 
résultat : 
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Proposition 4.3.6 Soient A, ô, a, b, B, >]/ comme précédemment. 
Alors il existe un appartement contenant 5*^ U —t//(ô) 

Démonstration: 

On commence, comme pour la preuve précédente, par se ramener au cas où A n B contient une chambre. Soient c et 
d deux chambres contenant b, incluses respectivement dans A et B. Soit A = d,di, ...,dk,c une galerie entre d et c. 
En utilisant ^ + 1 fois le corollaire 14.0.41 on trouve une suite Bo = B, Bi, Bk+\ d'appartements tels que c/, c B, (en 
notant do - d el dk+\ - c) et tels que B, n B,+i contient un demi-appartement délimité par le mur M, de B, contenant 
di A di+\. Or ce mur contient b, on vérifie alors par une simple récurrence que pour tout /, M, contient 
Soit Z - Bk+\ : cet appartement contient -t//(ô) et une chambre c de A n Z. Soit : Z — > A fixant c, alors 

Soit / une demi-droite dans Z passant par a, dont la direction est intérieure à et dont l'origine est dans b. 

Elle est donc incluse dans -iA(^) U b. Soit F = (c,),eN une galerie tendue le long de /, donnée par la proposition |4.2.7| 
telle que cq - c. Soit y6 = Cl(co U ô*^) c A. Pour pouvoir appliquer la proposition |4.3.3l il nous reste à prouver que pour 
tout mur M traversé par Y, <p{M) ne coupe pas fi. 

Soit M un tel mur, il coupe / sans la contenir, donc l <t M, d'où ^^^(o) n M = et M ne peut couper ^"'(J*). 
Notons et les deux demi-appartements de É délimités par Û en choisissant ^"'(^*) c . Soient et 
M" les demi-appartements de Z correspondants, nous avons alors cq c . Passons du côté de A : nous savons que 
co c 0(M+) et ô* c ^(M+). Donc /? c Cl(co + ô*) c 0(M+). Ainsi, (/>(M) ne coupe pas yS. 

D'après la proposition |433] il existe un appartement Y contenant y6 U F. Alors / c F n Z d'où C1(0 c 7 n Z. Mais 
Cl(/) D -(/>"'(5) : c'est une conséquence de la proposition l4.2.6l (en fait C1(Z) est égal à la cheminée C\z{b - (^"'(o))). 
Comme -0"'(i5) = -^{ô), la proposition est prouvée. □ 



4.4 Rétractions par rapport à deux chambres adjacentes 

Nous étudions ici comment change une rétraction lorsqu'on remplace la chambre de base par une chambre adja- 
cente. 

Proposition 4.4.1 Soient c\ et C2 deux chambres adjacentes dans un appartement A. Soit f la cloison c\ Ac2 et M le 
mur de A contenant f, cr la réflexion selon M. Soient encore p\ — Pc^,A p2 — Pc2,A- Alors pour toute chambre d <Z I, 

- P2(d) - p\(d) ou bien P2(d) - cr o pi(d). 

- Si pi(d) est du même côté de M que ci alors P2(d) — pi(_d). 

- Si p\(d) est du même côté de M que C2 alors les deux possibilités peuvent survenir, et on a P2{d) — p\{d) si et 
seulement si c\ est dans l'enclos de d et q. 

on peut aussi énoncer un résultat un peu moins précis mais plus clair : 

Corollaire 4.4.2 On reprend les hypothèses de la proposition. Alors p2(d) - pi(d) si et seulement si il existe un 
appartement contenant c\, q et d. 

Remarque: Le sens <;= du corollaire est de toute façon une conséquence directe de la définition d'une rétraction. 
Démonstration: 

Soit B un appartement contenant c\ et d, soit (p : B ^ A l'isomorphisme fixant ci. Alors pi{d) - 4>{d)- 

Si p\{d) est du même côté de M que c\ alors d est du même côté de (p^^{M) que c\. En vertu du corollaire 14.0.41 il 

existe un appartement Z contenant d, ci et C2, ce qui prouve que p\{d) - p2{d). 
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Dans l'autre situation, appelons c'^ la chambre adjacente à c\ le long de / dans B. Cette chambre c'^ est donc dans 
l'enclos de c\ et de d. Si c'^ - C2 alors ci, C2 et d sont dans un même appartement, d'où p\id) - p2{d) et ci est bien 
dans l'enclos de ci et de d. Il ne reste donc qu'à vérifier que si C2 + c'^ alors piid) - cr o pi{d) et n'est pas dans 
l'enclos de ci et d. Le deuxième point est prouvé car nous disposons d'un appartement, B qui contient ci et d, mais 
pas C2 sans quoi il y aurait trois chambres contenant / dans B. 

Pour prouver le premier point, constatons que la formule piix) - cr o px(x) est vraie lorsque d - c'^. Soit le 
demi appartement délimité par (p^^{M) et contenant Cj, donc également d. Par le corollaire 14.0.41 il existe un autre 
appartement B' contenant B^ et C2- Si (p' : B' A est l'isomorphisme correspondant, alors p2{d) - (p'id) et l'égalité 
Piici) - (T o pi(c2) devient (p'ic2) - cr o (p(c2)- Restreignons cr o et 0' à : nous obtenons deux morphismes de 
complexe de chambre injectifs de B^ dans A, qui coïncident en C2- Comme B^ est convexe, ceci entraîne que 0' et 
cr o coïncident sur B^. □ 

4.5 Inclusion de deux galeries tendues dans un appartement 
4.5.1 Le théorème 

Définition 4.5.1 Soit T — (Ci)i(zj une galerie. Une sous-galerie de V est une galerie obtenue en enlevant un nombre fini 
de chambres à T. Dans le cas oii I — M et oik T est tendue, une sous-galerie de T est donc de la forme (c,),>,-„ pour un 
Iq e N. 

Tliéorème 4.5.2 Soient T — (c,)ieN et A — (c//)/eN deux galerie tendues. Alors il existe une sous-galerie de T et une 
sous-galerie de A qui sont incluses dans un même appartement. 

Démonstration: 
Notations : 

Soit A un appartement contenant T. Pour / e N, soit p, = Pe,,A, M, le mur de A entre c,- et c,+i, cr,- la réflexion selon 
Mj, de sorte que pour tout / et pour toute chambre c de I, on a en vertu de la proposition 14.4. 1 1 p,j-i (c) - pj{c) ou 
P/+i(c) - cr, o pi{c). Remarquons que par continuité de la même formule s'applique pour le calcul de p,+i pour 
deux chambres adjacentes, sauf dans le cas où ces deux chambres sont projetées par p,- sur des chambre adjacentes à 
Mi. 

Choisissons un point spécial pour identifier A et A. Quitte à réduire F, cette galerie est incluse dans une chambre 
vectorielle C. Grâce à la proposition 14.3.11 on voit que, quitte à la réduire, la rétraction d'une galerie tendue est 
une galerie tendue. En particulier, p,(A) est incluse à translation près dans une chambre vectorielle. Choisissons D, 
une chambre vectorielle à distance maximale de C contenant un translaté de p,(A). Notons enfin ô, la distance entre la 
chambre C et D, . Comme le complexe de Coxeter vectoriel est fini, les 5, sont majorées par une certaine constante ômax- 

plan de la preuve : 

Pendant cette démonstration, nous allons étudier en quoi p, peut différer de p,+i . Nous verrons qu'il y a trois cas à dis- 
tinguer : soit Pi et p,+ i coïncident sur presque toutes les chambres de A, soit elles diffèrent sur un nombre infini de ces 
chambres et ôi+\ > ôi, soit elles diffèrent sur un nombre infini de ces chambres et = ôi. Nous allons commencer par 
traiter le cas où seul le premier cas intervient (préliminaire 1). Ensuite, nous allons vérifier que les trois cas cités sont 
effectivement les seuls possibles, nous en profiterons pour analyser un peu plus en détail le deuxième cas (préliminaire 
2). Alors nous verrons qu'on peut réduire F pour se ramener à une situation où le deuxième cas n'apparaît pas, puis 
qu'on peut la réduire une seconde fois pour que le troisième cas n'apparaisse plus non plus. 

Préliminaire : le cas très facile : 
Supposons que pour tout / € N et pour toute chambre d de A, pi(d) = Pi+\{d) - p(d). Cela implique par le corollaire 
I4.4.2l que d, Ci et c,+i sont inclus dans un même appartement pour tout / et d. Par ailleurs, quitte à réduire A, on peut 
supposer que A est incluse dans un appartement contenant aussi ci. L'égalité des W-distances ô(a, c) - ô{a, b)ô(b, c) 
est alors réalisée dans le cas où [a, b, c] - {ci,d, d'}, avec d, d' e A, et dans le cas où {a, b, c] - {c,-, c,+i, c/), avec ; e N 
et e A (et bien sûr aussi dans le cas {a, b,c] <z T ou {a, b, c) c A). Le cas [a, b, c) - {c,-, Cj, d], i, y e N et t/ e A, 
s'obtient aisément par récurrence sur |/ - j\. Le dernier cas est {a, b, c] = {d, d', c,) avec d, d' e A, il se traite à partir 
des cas précédents : ô(d,d') - ô(d,c\)ô{c\,d') - ô(d,Ci)ô{ci,c\)ô{c\,Ci)ô{ci,d') - ô{d,Ci)ô(ci,d'). 
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Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème l4.0.2l : F et A sont incluses dans un même appartement. 



Préliminaire 1 : le cas facile : 
Supposons que pour tout /, pi{d) - Pi+\{d) - p{d) pour toutes les chambres d de A sauf un nombre fini (ce nombre 
pouvant a priori varier avec /). Nous allons construire par récurrence une sous-galerie A' de A de sorte que F et A' 
soient dans la situation très facile du préliminaire 0. Plus précisément, nous allons construire pour tout / € N une 
sous-galerie A, de A telle que Vk < i, Vd e A,, pidd) = pk+\{d). Pour des raisons techniques, nous allons imposer en 
outre que p,(A,) = pi(A,) est une galerie tendue. Ensuite, nous vérifierons que la suite (A,) est stationnaire à partir d'un 
certain rang, alors la "limite" de cette suite conviendra. 

Commençons par choisir pour Ai une sous galerie de A telle que pi(Ai) est tendue. Supposons ensuite construite A,, 
et construisons A,+i. Supposons qu'il existe dk e A, tel que pi+\{dk) - cr, o piidk). Par la proposition 14.4. Il pi(dk) 
est dans le demi-appartement D{Mi,Ci+i). Comme par hypothèse seul un nombre fini de chambres e de A vérifient 
Pi+i(e) = cTj o p,(e), il existe di e A,- tel que pi+\{di) - piidf). Nous pouvons choisir d^ et di adjacentes, c'est à dire 

I = k + 1. Alors pi(dk),pi{di) = pi+\{d{),pi+\{dk) est une galerie de longueur 2 dans A, donc dipiidk), pi+\(dk)) < 2. 
Mais pi+\(dk) - cri{pi{dk)) donc d{pi{dk), pi+xidk)) est impair. En effet o",- induit une involution sur l'ensemble des murs 
séparant piidk) et pi+i(dk), et cette involution n'a qu'un point fixe. M,, car un mur stabilisé par cr, ne peut séparer un 
point et son image par o",-. Il y a donc un nombre impair de murs séparant piidk) et pi+i(dk)- 

Ainsi dipiidk), pi+\{dk)) - 1, les deux chambres pi(dk) et pi+\{dk) sont de part et d'autre de M,-, et pj+\{dk) - pi+\{d{) - 
Piidi). Comme p,(A,) est tendue, elle ne peut couper M, une autre fois : ^ et / sont donc les seuls indices adjacents 
tels que pi^x{dk) - o-j o p^idk) et p,+i(ii;) = Piidî). Nous en déduisons que la première formule est vraie pour tous 
les indices inférieurs à k, et la seconde pour tous les indices supérieurs à k (en particulier, l - k + \). Nous avons 
donc une description précise de la situation : une partie finie de p,(A) est dans le demi-appartement £)(M,, c,+i), et 
c'est précisément cette partie qui va être déplacée lors du passage à p,+i. On pose A,+i = (dj)j>k, et cela conclut la 
construction de la suite (A,). 

II reste à vérifier qu'au cours de cette construction, il n'y a qu'un nombre fini d'étapes où on a réellement retiré des 
chambres à A; pour obtenir A,+i. Soit / l'ensemble des indices / tel que A,+i est difi'érent de A,. Nous allons montrer 
qu'il ne peut y avoir deux indices ; et j dans / tels que M, - Mj, ce qui prouvera que / est fini puisque l'ensemble des 
murs vectoriels est fini. Supposons par l'absurde l'existence de tels / et j, avec / < j. Lors de la construction de A,+i, 
on a fait en sorte que p,+i(A,+i) soit inclus dans £)(M/,c,). Comme F est tendue et M,- - Mj, D(Mi,cî) c D{Mj,Cj). 
D'après la construction, la galerie PjiAj) est une sous galerie de p,(A,), elle est donc incluse dans D(Mj, cj). Mais cela 
implique alors que Pj+i\Aj - P/|Aj et cela contredit le fait que /' e /. Ce qui prouve le cas facile. 

Préliminaire 2 : que se passe-t-il lorsque p; + pi+i pour un nombre infini de chambres de A 
Il s'agit à présent d'étudier ce qui se passe lorsque p,+i p,- pour un nombre infini de chambres de A, c'est à dire pour 
toutes les chambres de A à partir d'un certain rang, puisque p/(A) est tendue à partir d'un certain rang. Supposons que 
ôi+i < ôi (c'est le seul cas qu'il est utile d'étudier, comme nous allons le voir). 
Tout d'abord, p,(A) est à partir d'un certain rang dans le demi appartement £)(M,-, c,+i). 

Par ailleurs, p,+i(A) est alors à translation près dans la chambre cr,(D,), donc d{C, D,) > d(C, âiiDj)). Cela signifie que 
Mj sépare C et D,. Mais M, est un translaté de M, dans la direction de C. (Pour résumer les placements des différentes 
parties étudiées par rapport aux deux murs M,- et M,, je note : F, Ci+\,pi{h)\'^'Ci\'^'Di, où l'^ symbolise le mur M.) Le 
point qui nous intéresse est celui-ci : un translaté de p,(A) est dans D(M,, c,+i) donc dans 2)(M,, C) et un autre trans- 
laté est dans D, donc dans -£)(M,-, C). Cela implique que p,(A) reste à distance bornée de M,, au sens où il existe un 
majorant M à la distance entre une chambre de p,(A) et M,-. 

Alors 2M est un majorant de la distance entre pi{d) et p,+i(c/) pour les chambres d e A. Ceci implique que p,+i(A) est 
incluse à translation près dans la même chambre vectorielle que pi{A), c'est-à-dire dans D,. Mais comme ôi+i < ôi, on 
trouve que ôt+i - ôi et on peut choisir = D,. 

le coeur de la démonstration : 
Lorsque p,- = p,+ i pour presque toutes les chambres de A, il est clair que 5, - et qu'on peut choisir D,+i - Di. 
Lorsque p,- + p,+i pour un nombre infini de ces chambres, nous venons de voir que < ôi implique que (5,+i = ôi et 
qu'on peut encore supposer - Di. Donc la fonction / h-» ôi est croissante. Comme elle est bornée par ômax, elle 
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est constante à partir d'un certain rang. Quitte à raccourcir F, on peut la supposer constante. Nous sommes alors pour 
tout / soit dans le cas étudié dans le préliminaire 2, soit dans le cas p, = p,+i pour presque toutes les chambres de A. En 
particulier on peut supposer que pour tout /, D, = Di . Il s' agit bien sûr de se ramener à présent au cas du préliminaire 1 . 

Soit F la facette vectorielle égale à l'intersection de tous les murs vectoriels à distance bornée desquels reste pi (A). 
Soit M l'ensemble des murs vectoriels contenant F, soit - {w e W^'\wF - F]. Nous allons montrer que pour tout 
/, M est égal à l'ensemble des murs à distance bornée desquels reste p,(A). 

Commençons par / = 1. Soient Mi, ..,Mk les murs à distance bornée desquels reste pi(A), il s'agit en fait de vérifier 
que M - [Ml, ...,Mk]. Soient a\, ..,ak des formes linéaires tels que Mj - kera^. Soit M - kera un mur dans M. 
Alors a est combinaison linéaire des aj. Mais chaque aj est bornée sur pi (A), donc a est également bornée sur p\{ô), 
c'est à dire que pi(A) reste à distance bornée de M. 

Supposons à présent le résultat vrai au rang /. Si p, et p,+i ne diffèrent que sur un nombre fini de chambres de A, le 
résultat reste évidemment vrai au rang / + 1. Sinon, nous sommes dans le cas étudié dans le préliminaire 2. Donc p,(A) 
reste à distance bornée de M,, et par hypothèse de récurrence, M, e M, et o", e Wp. L'ensemble des murs à distance 
bornée de p,+i(A) est donc criiM), mais ceci vaut M puisque cr, fixe F. 

On utilise maintenant la compactification de A définie par T - {facettes vectorielles de Weyl) (c'est à dire la 
compactification polygonale classique). Soit p la projection de A sur l'espace affine Af ^ A/Vect(F). On prend p{0) 
comme origine dans Af pour l'identifier à son espace vectoriel directeur L'ensemble M s'identifie (via p) à l'en- 
semble des murs vectoriel de , - Stabvi/r(F) est le groupe de Coxeter vectoriel. L'ensemble des murs affines de 
Af est {p{M)\M mur affine de A et M e M], et si M E Al on notera encore M au lieu de Pf{M). Enfin, e W 
vérifie w s alors w agit sur A/r en préservant les murs, notons w £ GA{Af) l'automorphisme affine induit par w sur 
Af. (Attention : la fonction w m> n'est pas injective et w n'est pas forcement dans le groupe de Coxeter de A^ .) 
Chaque galerie p,(A) est tendue à partir d'un certain rang, et reste à distance bornée des murs de M, elle ne coupe 
donc qu'un nombre fini de murs parallèles à un mur de M. Donc à partir d'un certain rang, sa projection sur A/r reste 
dans une unique chambre àtAf, notons cette chambre Les chambres vectorielles C et Di sont également projetées 
dans des chambres vectorielles de Af (de manière pas nécessairement surjective a priori), qu'on notera encore C et 
D\ pour simplifier. Nous avons vu lors du préliminaire 2 que M, sépare C et D\, si p,+i ^ p, pour un nombre infini de 
chambres de A. Comme M, E M, Mi est un mur de Af, et la relation "M, sépare Di et C" est encore vraie dans Af. 
On a de plus dans ce cas que gi+i - &i(gi). Mais M, est un translaté de M, dans la direction de C, donc M, sépare gi et 
D\. Ceci entraîne que est strictement plus proche de Di que gi, au sens où pour toute chambre e incluse dans D\, 
d{e,gi+i) < d{e,gi). 

Et s'il existe / tel que gi £ Di, alors la suite des gk est constante pour k > i. Car si gk c D\, il n'est plus possible que 
Mk sépare D\ de gk, donc plus possible que gk^\ - ô-kigk)- 

Nous avons donc prouvé que la suite (gj) est finalement stationnaire. Nous pouvons raccourcir F de sorte qu'elle soit 
complètement stationnaire. Cela implique que pour tout /, p, p,+i seulement pour un nombre fini de chambres de A. 
Mais c'est précisément le cas, facile, du préliminaire 1 : la preuve est faite. □ 



4.5.2 Conséquences 

Nous voici en mesure d'énoncer les résultats les plus forts de cette partie. Nous allons voir par exemple qu'étant 
donnés deux cônes affines / et g, il existe un appartement A contenant non seulement des sous-cônes parallèles de 
/ et g, mais encore un "épaississement" de ces sous-cônes parallèles. Précisément, A contiendra des cheminées de 
direction / et g, contenant des sep de fetg et dont les bases sont des chambres ( I4.5.4I I. 

Pour commencer, le théorème permet de prouver que deux demi-droites peuvent être réduites pour être incluses 
dans un même appartement : 

Proposition 4.5.3 Soient ôi et Ô2 deux demi-droites. Alors il existe ô'^ et deux demi-droites incluses respectivement 
dans ôi et Ô2 et un appartement Z tel que ô'y \J ô'^<zZ. Dès lors, Z contient Cl(ô'^ U Cl{ô'^. 



33 



preuve : Cela découle de la proposition l4.2.7l et du théorème l4.5.2l 



□ 



Ceci permet de traduire le théorème en terme de cheminées : 

Proposition 4.5.4 Soient Ri et R2 deux cheminées, dans les appartement respectifs Ai et A2. Alors il existe R'^ sep Ri 
et R'2 sep R2 deux sous cheminées pleines qui sont incluses dans un même appartement. 

Démonstration: 

Soient ô\ et Ô2 des demi-droites caractéristiques de Ri et R2- Soit B contenant une demi-droite ô'^ incluse dans ô\ et 
une demi-droite incluse dans Ô2- Alors B contient C\{ô\) qui est une sep de Ri et C\(ô'^) qui est une sep de R2- □ 

Le même procédé permet quelques variations : 

Proposition 4.5.5 1. Soit R une cheminée et c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et une sep 
deR 

2. Soient deux cônes f — x + f et g — y + goùf(zAetg <z Ê sont inclus dans des facettes de Weyl. Alors il existe 
un appartement contenant des sous-cônes parallèles f et g' de f et g. 

3. Soit f — X + f comme au point précédent, et soit c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et 
un sep de f. 

Démonstration: 

1 . Soit ô une demi-droite caractéristique de R, F une galerie tendue la contenant dans son adhérence. D'après l4.3.2l 
il existe Z e J?I contenant c et une sous-galerie de F, alors Z contient c et une sep de R. 

2. Soit ô\ = X + ôi et Ô2 = y + Ô2 avec ôi c f et Ô2 c: g. Soit B e ^ et ô[, 62 des sous-demi-droites de ôi et Ô2 
tels que ô\ (J ô'^^ B. Alors C\{ô\) U Cliô'^) c B. Mais nous savons que C\{ô\) - C\{c\ + hi) où c est la facette 
affine contenant le sommet de ô\ et hi est la facette vectorielle contenant la direction de ô\ , c' est-à-dire . Alors 
f <z h\. De plus. Cl contient le sommet si de ô\, qui est un point de /. Donc au final, Cl(ci + h\) contient un sep 
Si -H / de /. De même, CMô'^) contient un sep de g. 

3. Ce point est semblable aux précédents. 

□ 

Faisons tout de suite le lien avec les coeurs de cônes affines : 

Corollaire 4.5.6 Soient f e T^a et g e f^B deux cônes affines. Alors il existe un appartement Z contenant un sep de 
ô(f) et un sep de ô{g). 

Ceci provient du fait que Cl(ô(f)) et Cl(ô(g)) sont des cheminées. 

Remarque: Tout ceci généralise le fait bien connu que deux quartiers contiennent des sous-quartiers inclus dans un 
même appartement ( ||Ron89ll proposition 9.5 page 121). 



4.6 Systèmes d'appartements 

Rappelons que selon les conventions adoptées ici, un immeuble est muni par définition d'un système d'appar- 
tements, de sorte que rigoureusement, l'immeuble étudié devrait être dénoté par (J, ^), I n'étant que l'ensemble 
sous-jacent. Si la définition des facettes est indépendante du système d'appartements choisis, celle des quartiers et 
autres cônes lui est au contraire très liée. 
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Jusqu'ici, nous avons toujours supposé que ^ était le système complet d'appartements, mais il peut être intéressant 
de noter que les résultats précédents sont encore vrais pour d'autres systèmes d'appartements (la construction d'un 
compactifié de I ne sera cependant possible qu'en munissant I de son système complet d'appartements). Nous al- 
lons étudier ici le cas d'un système d'appartements y\! qui permet la définition d'un immeuble sphérique à l'infini 
(J, c'est-à-dire que deux quartiers de (J, contiennent toujours des sous-quartiers contenus dans un même 

appartement de . Un tel système d'appartements pourra être qualifié de "cohérent" ou "double" car c'est le type de 
système d'appartement qui provient d'un système de Tits double selon la terminologie de IIBT72I 5.1.3. 

Fixons avant tout un peu de formalisme est toujours le système complet d'appartements) : 

Définition 4.6.1 Un système d' appartements pour (I, J?I) est un sous-ensemble de Ji tel que deux chambres de I 
sont toujours incluses dans un élément de JM . 

La proposition suivante est alors immédiatement vérifiée : 

Proposition 4.6.2 - Si J[' est un système d' appartements pour {I, alors {I, JH) est un immeuble. 
- Soit A e ^et S une partie bornée de A. Alors il existe A' € contenant S. 

Définition 4.6.3 Un système d'appartements ^ pour (J, yi) est dit double, ou cohérent, si pour tous quartiers Q\ et 
Qi de ( J, JM), il existe des sous-quartiers Q'^ et Q'^ ainsi qu 'un appartement A e tels que Q'^ \J Q^<Z A. 

D'après la proposition l4.5.5l le système complet d'appartements est double. 

Pour tout système double d'appartements, on peut définir l'immeuble sphérique à l'infini (J, J?l')°°, voir MWei09l . 

On fixe à présent un système double d'appartements. La proposition suivante est la proposition 10.28 de IIWei09l 
(où un système d'appartements est par définition double, et où un système "plein" est un système où la conclusion de 
la proposition suivante est vraie), elle affirme que le deuxième point du corollaire 14. 0.4l est encore vrai dans (J, y[') : 

Proposition 4.6.4 Soit a un demi-appartement de (J, et c une chambre ayant une cloison dans da, alors il existe 
A e^' tel que a U c C A. 

Voici les grandes lignes de la démonstration : 

Soit m la cloison de c incluse dans da, on peut supposer que m contient un sommet spécial o. Alors l'immeuble à 
l'infini (J, J?l')°° est isomorphe à l'ensemble des facettes de quartier de sommet o, et l'application p : (J, J?l')°° — » o* 
est un morphisme surjectif. 

Soit Z contenant a, soient x ety les chambres de Z contenant m, avec x e a, y e -a. Soit d la chambre opposée à y 
dans o* n Z. 

Soient Q^, Qy, Qd les quartiers inclus dans Z, de sommet o, contenant x,yetd respectivement, ces quartiers définissent 
des chambres à l'infini x'", y°° et L'intersection de x'" et y°° est la cloison m°° de ( J, y[')°° correspondant au cône 
inclus dans da, de sommet o et contenant m. 

Nous voulons à présent montrer qu'il existe une chambre c°° € {m°°y telle que pic'") - c. Ceci provient de flWei091 
29.53, on reproduit ici l'argument. 

Soit Y e J\' contenant x et c, soit x' l'opposée de x dans Y, donc il existe une galerie minimale F de x à jc' passant par 
c, de longueur égale au diamètre d de o* et de (J, y[')°°. Soit x"" e (I, telle que /7(x"") = x'. Comme p est un 
morphisme de complexes de chambres, on a d{x, x') < d(x°°, x'°°), mais comme d(x, x') - d est déjà maximale, on a 
en fait égalité. Donc et x'°° sont opposées, et il existe une galerie F°° reliant x°° à x"^ de même type que F. Cette 
galerie est alors envoyée par p sur F, par conséquent on peut choisir pour c°° sa deuxième chambre. 

Ensuite, il existe A tel que l'appartement à l'infini A°° contient c°° et donc A contient des sep de ge et Qd- 
Comme ces quartiers sont opposés en o, A contient en fait U Qd et donc en particulier c. D'autre part, A°° contient 
toute galerie tendue de d'^ à c°°, et il en existe une qui passe par x°°. Donc A contient un sep de g ^, mais comme A 
contient le sommet o de Q on obtient c A. Alors par clôture de A n Z, a c A. □ 
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Corollaire 4.6.5 Le résultat de \4.3.1\ est encore vrai pour un immeuble muni d'un système double d' appartements. 



Les corollaires de la proposition 14. 3 . Il sont eux aussi encore vrais pour un système double d'appartements, si on part 
d'une galerie tendue ou d'une facette de quartier déjà incluse dans un appartement de : 

Corollaire 4.6.6 - Soit Y une galerie tendue incluse dans un appartement de et c une chambre, alors il existe 
A e contenant c et une sous-galerie de F. 

- Soit f une facette de quartier dans un appartement de J{' et c une chambre, alors il existe A & J{' contenant c 
et un sep de f. 

La proposition l4.5.4l reste elle aussi vraie dans un système double d'appartements : 

Proposition 4.6.7 Soient R\ et R2 deux cheminées de (I,^'), alors il existe A 6 contenant des sous-cheminées 
pleines de Ri et R2. 

Démonstration: 

Soient Ai, A2 e des appartements contenant Ri et R2, respectivement. Quitte à raccourcir Ri et R2, il existe un 
appartement Z dans le système complet d'appartements tel que Ri U R2 c Z. Par le lemme l4!2.4l on peut supposer 
que Ri et R2 ont pour bases des chambres, disons Ri - Cl(ci + /i) et /?2 - Cl(c2 + /2). Soient ôi = si + E^vi et 
Ô2 - S2 R^v'2 des droites caractéristiques pour Ri et /?2 ; le fait de supposer que les bases de ces cheminées sont des 
chambres entraîne que R, contient un voisinage de ôj, pour / 6 {1,2). En particulier, Z n A, contient un ouvert, ce qui 
fournit un isomorphisme canonique entre Z et A,. 

Notons M', = Si + tVi, pour / e {1,2} et f e R^. Quitte à déplacer «2 à l'intérieur de C2, on peut supposer que pour f 

assez grand. M,' Mf = s\S2 + f(v2 - vi ) est dans une chambre D de Z. En raccourcissant ôi et (J2, on peut supposer que 
c'est le cas pour tout f e R^. 

Soit Z5, la chambre correspondant à D dans A,. Alors si + Di et S2 - D2 sont deux quartiers de (J, et il existe 
A e contenant des sous-quartiers s'. + Di et s'^ - D2- Montrons que A contient ôi U 62- 

Soit f 6 R+. Il existe Nl,Nf e]Mj,Mf[ tels que [M/,A^/[c Aj n Z et ]Nf,Mf] c A2 n Z. On peut donc prolonger de 

manière unique le segment [Ml,Mf] en un ensemble D,, dans l' appartement A 1 d'un côté et dans A2 de l'autre, de 

> ^ > ^ 

sorte que D, n Ai et D, n A2 soient des demi-droites. Comme MjNl e Di et M^N} e -D2, on voit que D, n {s\ -H Di) 

et D, n is'2 - D2) sont deux demi-droites (non vides). 

Montrons que D, est une droite. On note D, = D, n A, et Dz - D, C\Z, donc D, n Dz est un segment non trivial. 
Soit i e {1,2), on commence par montrer que D, U Dz est une géodésique. 

Soit c une chambre de Z n Ai telle que c contient un segment non trivial de Z), n Dz, et soit p la rétraction pc,z- Alors 
p{Di U Dz) est une demi-droite dans Z. Soient x,y e Di U Dz, notons lo,ix,y) (resp. lp(v,)ipix),p{y)) ) la longueur 
de la partie de D, entre x et y (resp. de p{D,) entre p(x) et piy)). Alors, en utilisant successivement que p(D, U Dz) 
est une demi-droite, que p induit une isométrie sur D, et sur Dz et que p diminue les distances : d(p(x),p(y)) - 
lp{D,)ip{x),p{y)) - lD,ix,y) > d{x,y) > d{p(x),p{y)). Par conséquent, d(x,y) = d(p(x),p{y) pour tous x,y € £),■ U Dz- 
Comme piDiVJDz) en est une, ceci prouve que D,UDz est une géodésique, grâce à l'égalité [x, y]-[z\ d(x, z)+d(z, y) = 
dix, y)]. 

Ainsi, Di U Dz et D2 U Dz sont des géodésiques. Soit d une chambre de Z telle que d contient un segment non trivial 
de Dz, alors pd,z{D\ U Dz U D2) est une droite de Z. Le même raisonnement que précédemment prouve maintenant 
que D, = Di U Dz U D2 est une géodésique, donc une droite. 

Comme A contient deux demi-droites opposées de D,, il contient D,, donc en particulier [M] , Mj] . Donc 5i U ^2 c 
A,d'oùRiLlR2<zA. □ 

Corollaire 4.6.8 - Soit R une cheminée de (I, J{'), et c une chambre, alors il existe A e contenant c et une 
sep de R. 

- Soient f et g deux cônes de direction incluse dans une facette de Weyl, alors il existe A e contenant un sep 
de f et un sep de f. 
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- Soient Ti et Y2 deux galeries, chacune incluse dans un appartement de . Alors il existe A e contenant des 
sous-galeries de Ti et 

Démonstration: Les deux premiers points forment l'analogue de l4.5.5l ils sont clairs. Le troisième point est l'ana- 
logue de 14.5.21 à ceci près qu'il faut bien supposer Fi et r2 incluse à priori dans des appartements de Jl'. Pour le 
prouver, il suffit de montrer le lemme suivant : 

Lemme 4.6.9 Soit T — co,ci, ... une galerie tendue infinie dans un appartement A. Alors il existe une cheminée R 
contenant une sous-galerie de V et telle que toute sep de R contient une sous-galerie de T. 

Preuve du lemme: 

Pour toute racine vectorielle â, une et une seule des trois possibilités suivantes est vérifiée (les racines sont vues ici 
comme des demi-appartements) : 

1 . Il existe une racine a de direction â contenant une sous-galerie de F, et toute racine de direction -a ne contient 
qu'une nombre fini de chambres de F. 

2. Il existe une racine -a de direction -â contenant une sous-galerie de F, et toute racine de direction â ne contient 
qu'une nombre fini de chambres de F. 

3. Il existe une racine a de direction a telle que a et -a - 1 contiennent des sous-galeries de F. Une telle racine a 
est alors unique. 

Soit l'ensemble des racines affines obtenues dans le cas 3., soit Iq le premier indice tel que c,q c C\aeNi'^ ^ ("'^ ~ !))■ 
Pour chaque racine vectorielle ^ dans le cas 1., soit [5 la plus petite racine contenant {c,- ),■>,„, soit P l'ensemble de ces 
racines. Soit la facette vectorielle f = {â = Q et > 0, Va e N, p e P]. Alors la cheminée R := Cl(c,„ -h/) = OaeNup 
convient. □ 



4.7 Parallélisme 

La notion de cheminée permet, grâce à la proposition l4.5.4l d'étendre la notion de parallélisme à des cônes qui ne 
sont pas forcément dans le même appartement : 

Définition 4.7.1 Soient f et g deux cônes chacun inclus dans une facette de quartier, de sorte qu'il existe un appar- 
tement contenant des sep /' et g' de f et g. On dit que f et g sont parallèles lorsque /' est parallèle à g' dans cet 
appartement. 

On vérifie facilement que la définition est indépendante des sep et de F appartement choisi : si / et g sont parallèles, 
alors dès que deux sep /' et g' sont inclus dans un même appartement A, f est un translaté de g' . 

Nous savons qu'il existe toujours un appartement contenant des sep de / et g lorsque / et g sont (inclus dans) des 
facettes de quartiers. Lorsque / // g, on peut encore améliorer ce résultat : il existe un appartement contenant un des 
deux cônes en entier. On peut même remplacer un des deux cônes par une cheminée. 

Proposition 4.7.2 Soient /, g deux facettes de quartier parallèles, et R — Cl(c -¥ f) où c est une chambre c contenant 
s(f) dans son adhérence (donc f C R). Alors il existe un appartement contenant R et un sep de g. 

Démonstration: 

Soit Z un appartement contenant une sep R' - Cl(c' + f) àt R et\m sep g' de g. Soit /' un sep de / inclus dans R' . 
Comme g' - f , et que f^ est un cône d' intérieur non vide, g' doit couper f^ . Soit y e g' n/^* . Soit une chambre 

vectorielle, contenant /' dans son adhérence et telle que y e f + C. Alors y+g' - y+f c /' + C. Or, par la proposition 
14.3.51 il existe un appartement X contenant c U (/' -H C), donc en particulier, y + g' est un sep de g inclus dans X. Si 
A est un appartement contenant /, la clôture deAnX implique que R - Cl(c U (x' + /')) est également incluse dans X. □ 

Remarque: Si f et g ne vérifient pas f - g mais seulement f 'Z g, alors le résultat de la proposition est encore vrai. 
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Proposition 4.7.3 Le parallélisme est une relation d' équivalence. 
Démonstration: 

Il est évident que le parallélisme est une relation réflexive et symétrique, montrons la transitivité. Soit f // g et g // h 
trois cônes inclus dans des facettes de quartiers. On peut supposer fetg inclus dans un appartement A, et h inclus dans 
un appartement B contenant un sep g' de g. Montrons que / // h. On remarque que puisque le parallélisme à l'intérieur 
d'un appartement fixé est une relation d'équivalence, s'il existe un appartement contenant un sep de chacun des trois 
cônes f, g et h alors le résultat est vrai. 

Soit X le sommet de / et z celui de h. Soit r - ci, ci une galerie minimale entre une chambre de A contenant x dans 
son adhérence et une chambre de B contenant z dans son adhérence. On raisonne par récurrence sur la longueur l de T. 

S>\1 - 1, alors X et z sont dans une même chambre fermée c c A n B. Alors A n B Z) {x} U g'. Mais la clôture de 
ceci dans A contient /, d'où f c An B. Alors B contient /, h et g', et dans B, f est translaté de g' et g' est translaté de 
h. Ceci implique que / // h. 

Supposons / > 1. Soit x' € ci A C2 et /' le cône de A parallèle à / (et donc à g) de sommet x' . Soit A2 contenant 
C2 et un sep g2 de g. Alors A n A2 Oi g2 'J {x'], d'où par convexité, /' c A2. Alors la galerie C2, ci est de longueur 
l - 1, elle part d'une chambre de A2 contenant le sommet de /', et /' c A2, nous pouvons utiliser l'hypothèse de 
récurrence pour obtenir que /' // h. Enfin, si R est la cheminée Cl(ci + /) dans A, il existe Z D R U h2, avec h2 un 
sep de h (proposition l4.7.2l i. Par convexité de AnZ, /' c Z. Et par transitivité du parallélisme à l'intérieur de Z, ////?.□ 



5 Construction de I 

On procède de la même manière que pour la construction de Aq : l'ensemble I sera un ensemble de cônes quotienté 
par la relation d'équivalence signifiant que deux cônes ont une intersection de dimension maximale. Ensuite ces cônes, 
légèrement élargis, fourniront une base de voisinage de la topologie. 

5.1 Préliminaires 

Voici regroupés quelques résultats techniques qui serviront plusieurs fois dans la suite. 

Lemme 5.1.1 Soient A, Z, Z' e y[, soient (f> : Z ^ A et cp' : Z' — » A deux isomorphismes qui coïncident sur une facette 
b <z Z OZ'. Alors il existe w e Wa qui fixe (p{b) et tel que "ix ÇlZ C\ Z' , (p{x) — w.4>'(x). 

Preuve du lemme: 

Soit ^ : Z' Z fixant Z' n Z. Alors pour tout .y e Z n Z', on a <p{x) = 0o^o0"'o (p'{x). On pose w-<po^o(p^^ -.w 
fixe bien (p{b) - <p'{b), donc w convient. □ 

Proposition 5.1.2 Soient A & x e A, y <Z A un cône inclus dans une facette de Weyl, et b une partie d'une facette 
de A. On suppose que b est incluse dans x + y, contient une base affine de Aff(x + y) et que x eb. 
On considère un point tel inclus dans un appartement Z tel que b <Z A C\Z. On suppose que t est envoyé par un 
isomorphisme (p : Z ^ A fixant b dans une partie de A de la forme x + g, où g <Z A est convexe et incluse dans 7^. On 
suppose également que e. g et g est stable par le fixateur de y dans W^, qu 'on note Wf. 

Si b' est une autre partie incluse dans une facette, telle que y c AS{b'), et b' <z b — y*, si Z' est un appartement 
contenant b' et t et si <p' est un isomorphisme Z' — > A fixant b', alors (f>'{t) e x + g. 



Remarque: Par continuité, on obtient directement que si f e Z vérifie 0(f) e x + g, alors (p'{t) e x + g. 
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Dans le cas où b et b' sont des chambres (c'est le cas essentiel comme on va le voir dès le début de la preuve), cette 
proposition s'exprime beaucoup plus clairement : 

Corollaire 5.1.3 Soient x, y et g comme dans la proposition. Soit c une chambre de A telle que x e c et c' une autre 
chambre telle que c' c x - y*. Soit t un point de I tel que Pc.A(t) ^ x + g alors Pc',A(t) ^ x + g. 

Démonstration de la proposition 
Soit r - Cl, ...,Ck une galerie tendue debk b', notons p, = p^.c, la rétraction sur A centrée en c,. Comme b contient une 
base de X + y, X + g est stable par Fixw,i(b). On déduit alors du lemme précédent que pi(t) e x + g, et que le résultat 
sera prouvé si nous prouvons que pi(f) e x + g. Montrons par récurrence que pour tout l e [1, p/(f) 6 x + ^, le cas 
/ = 1 est déjà vu. 

Soit l 6 [2, supposons pi-\{t) e x + g. Soit M; le mur de A contenant c/ A c/_i. Si M/ sépare, pas forcément 
strictement, c; et pi-\{t), alors on est dans la disposition : c/ 1*^' c/_i, pi-\{t). Alors la proposition 14.4. 1 1 affirme que 
P/(0 =P/-i(f) 6 Jc + ^- 
Dans l'autre cas, ona/?', Cl, pi-\{t) \'^' ci-i, b, etp/_i(0 ^ M/. Notons cr/ la réflexion selon M/, les deux possibilités 
p/(f) = pi-\(t) ou p/(f) — cTio p/_i(f) sont alors possibles. Dans le premier cas, on a évidemment p/(f) e x + g, étudions 
le second cas. On note y = pi-\(t), donc p;(f) = 0-/(37). 

Soit â e A* tel que M/ = ker(a). Comme M; est un mur d'une galerie minimale entre b et b', il ne peut contenir b', 
donc il existe u e b' tel que â(xu) + 0, on peut supposer â{xu) > 0. Par ailleurs, avec ce choix de signe pour â, on a 
â{xy) > 0. Mais xu e -y* et xy e y*. Ceci entraîne que M; coupe y*, et donc que y c M;. En particuher, âi e et 
donc â-i(g) = g. 

Soit z l'unique point de l'intersection [x,y] n M/ (le cas où {x,y} c M/ est trivial, on a alors p;(f) - pi^iit)). Par 
convexité de g et comme e ^, z e x + ^. Nous savons que àiixy) e g, et donc que x + âiixy) e x + g. Ensuite 
ciiy) - z + c^iizy) = z + Àcri(xy) pour le scalaire À e [0, 1] adéquat. C'est alors une simple application du théorème de 
Thalès que de vérifier que cri(y) e [y, x + (^/(xy)], d'où cri(y) = p;(f) e x + ^par convexité. □ 

Leirune 5.1.4 Soit Z un appartement, f,g e 'Fz avec g un sep de f. Alors g coupe le coeur ô(f), et donc il existe un 
sep g' de g dont le coeur est un sep de ô(f). 

Preuve du lemme: 

Soit X = s(f) et y = s(g) les sommets des deux cônes. Soit c Gl{Z) le stabilisateur de / dans le groupe de 

Weyl de Z. On définit une action de Wy sur Z en imposant que x est un point fixe. Alors ô(f) - f C] Fixz(Wy). Soit 

z - x+Yj„^-^_, w(xy). Le point z est bien Wj>-fixe. Comme xy e /, il est dans /, et l'écriture z - ■ï+'ïy+ZiweH'^^ie) w(xy) 
prouve qu'il est aussi dans g. donc z e ôif) n g, ce qui prouve le lemme. □ 

5.2 Cônes dans l'immeuble 

Définition 5.2.1 Soit A un appartement, et f E T'a- cône de I correspondant au cône f de A est : 

/ = U 

B£j\Mf)cB 

OÙ <pB sst un isomorphisme quelconque de A sur B fixant ô(f). 

On note Tj V ensemble de tous ces cônes pour tous les choix de A et de f possibles. 

Le choix de (p^ dans la définition n'importe pas puisque deux choix diff'èrent d'un automorphisme de A fixant 6{f~) 
donc stabilisant /. 

Il est clair que si / e et g e îFb sont des cônes tels que 6(f) - ô(g), alors / = g : le coeur du cône affine suffit à 
déterminer le cône de l'immeuble. Dit autrement, si B contient ô(f), alors f = g où g est le cône de B de coeur ô{ f). 
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Nous verrons plus tard que réciproquement, un cône d'immeuble définit un unique coeur de cône aflîne. 



Lemme 5.2.2 Soit F — f e Tj, avec f e f^- Soit Z un appartement contenant ô(f), et (p : A ^ Z un isomorphisme 
fixant ô(f). Alors Z r\ f - (/>(/). 

Preuve du lemme: 

L'inclusion D est vraie par définition de /. Montrons c. 

Soit y e Z C] f. Par définition, il existe un appartement Y contenant y et ô{f) et tout isomorphisme de Y sur A fixant 
ôif) envoie y dans /. Soit i/' : F — > Z un isomorphisme fixant y et ôif). Alors 0"' o i/r : F —> A est un isomorphisme 
fixant ô{f). Donc o tj/(y) e /, donc y - ipiy) e (f){f). □ 

Lemme 5.2.3 Soient f,g efA tels que f est un sep de g. Alors f <^g. 
Preuve du lemme: 

Remarquons que pour montrer qu'un point t e f appartient à g, il suffit de trouver un appartement contenant 
{f} U ô(f) U ô(g). 

Soit X le sommet de / et y celui de g. Il n'y a qu'un nombre fini de murs parallèles à ô(f) séparant strictement x et 
y, soit n ce nombre. On raisonne par récurrence sur n. 

Si n = 0, soit f e /, et F un appartement contenant {f} U ô{f). Comme / c <5(/)^, le lemme précédent indique que 

/ n F c ôi/Yy, en particulier, t e ôifYy Dès lors, on peut trouver une chambre C de telle que ô{f) U (f) c x + C et la 
proposition l4.3.5l prouve qu'il existe Z E ^ contenant (f) U ô(f) U {y}. Par convexité et fermeture de Z n A, Z contient 
aussi X + ôi f) - ôig) (car f - g dans A). On conclut que t eg. 

-* -* 
Si n > 0, soit M un mur parallèle à §{f) séparant strictement x et y. Soit z — [x, y] n M, alors z + f est sep de g, 

et / est sep de z + /. De plus, le nombre de murs parallèles à ô(f) séparant strictement y et z est strictement inférieur 

à n, de même que le nombre de murs parallèles à ô{f) séparant strictement z et x. Donc par hypothèse de récurrence, 

z + /c§et/cz+/, d'où le résultat. □ 
Remarque: Il n'est pas vrai que / <z g si f <z g sans que f - g- 



5.3 Coeur d'un cône d'immeuble 

Lemme 5.3.1 Soit f e T^a, et y un sep de ô{f). Soit B un appartement contenant y, soit ^ : B ^ A un isomorphisme 
fixant y. Soit x e B H f, alors ^(x) e f. Plus précisément, si Z contient x et ô(f), alors il existe un isomorphisme de Z 
sur A, fixant ô( f) et envoyant x sur ^(x). 

Preuve du lemme: 

Soit Z D {jc} U ô(f). Soit (f) : Z —> B un isomorphisme fixant l'intersection Z n B. Alors ^ o est un isomorphisme de 
Z sur A qui vérifie ^ o 0(x) = ^(x). Il suffit donc de prouver que ^ o fixe ô{f) pour prouver le lemme. Mais ^ o (p fixe 

y, donc ^ o fixe y - ô{f) cZnÂ. Donc ^ o ^ fixe Z n A n (y + Vect(5(/5)), ce qui contient ô(f). □ 

Proposition 5.3.2 Si f e Ta et g e "T^b sont deux cônes tels que f - g, alors ô(f) - ô(g) c A n B. 
Démonstration: 

D'après la proposition 14. 5. 41 il existe un appartement Z contenant des sep ôi et Ô2 de ô(f) et ô{g). Soient f',g' e Tz 
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les cônes engendrés par ôi et Ô2- Nous allons commencer par montrer que g' - f ■ 

Supposons par l'absurde que ce n'est pas le cas, donc f C\g' - 0. 11 est alors impossible que /' c g' et g' c /', 
d'après les hypothèses mises sur T. on peut donc supposer qu'il existe v e g' \ f. 

Soit y le sommet de g, y' celui de g'. Soit : Z — > B un isomorphisme fixant Ô2, alors (pig') est le cône de B engendré 
par Ô2, c'est donc un sep de g. Par le lemme l5^2.3l ^(g') c g, mais 4>(g') - g', d'où g' c g. 

De la même manière, soit ifr : Z A un isomorphisme fixant ôi. Alors ifr{f') est un sep de /, et on obtient que 

Nous déduisons en particulier que V/l E R^, y' + Àv e g. Et comme lAC/') est un sep de /, ^{f) - f. Pour tout réel À, 

il/(y' + Àv) = ipiy') + ^t//(v). Comme v i /', on a i^{v) i f. Donc pour lambda assez grand, ifriy' + Àv) i f. 
Comme y' + Àv e g - f, il existe un appartement X contenant ô(f) U {y' + Àv]. Soit 77 : X — > Z un isomorphisme fixant 
X nZ, en particulier 77 fixe ôi et y' + Àv. Alors tp o rj : X —> A estun isomorphisme qui fixe ôi, et donc Afi'x(<5i) n A, 
ce qui contient ô{f). Nous savons dans cette situation que X H f = ((A ° r]) \f)^ d'où y' + Àv e {i// o rjY'^if), mais 
xf/ o Tjiy' + Àv) - ^iy' + Àv) i f, d'où la contradiction. 

Nous avons donc prouvé que /' = g', nous allons maintenant montrer que les sommets jc et y de / et ^ coïncident. 
En utilisant la proposition |4jT2] on peut supposer que Z contient ô(f) en entier, donc / - /', on peut même supposer 
que Z = A. On peut également supposer que B contient un sep yi de ôif). En résumé, AnB contient un sep yi de ô(f) 
et un sep Ô2 de ô(g), et ces deux sep sont parallèles. L'égalité ô{f) = ô(g) a donc un sens (et est vraie), dans AnB. 
Soit ^ : B ^ A un isomorphisme fixant AnB. D'après le lemme précédent, ^(y) e / et ^~^(x) e g. La seconde égalité 
implique x e ^(g) - ^(y) + ^(g). Or ^(g) est un cône vectoriel de coeur ^(ô(g)) = ô{f), puisque ^ fixe Ô2 et ô(g) - ô{f). 
Donci(^^f,etxe^(y)+f. 

Nous arrivons ainsi aux deux relations : x e ^(y) + f et ^(y) e x + f. Par unicité du sommet de /, ceci implique 
X - Çiy). On utilise enfin la version précise du lemme précédent : soit T un appartement contenant ô{f) et y, il existe 
un isomorphisme ( :T ^ A fixant ô{f) et tel que ((y) - ^{y). Mais (^'^{x) - x puisque x e ô{f), d'où x - y. 
En particulier, x = y € A n B, et par convexité de A n B, ô{f) c A n B et ô{g) c A n B, et enfin on peut calculer, dans 
A ou dans B : ô(f) ^ x + ô(f) = y + ô{g) = ô(g). □ 

Cette proposition permet les définitions suivantes : 

Définitions 5.3.3 - Le coeur d'un cône f de l'immeuble I est ô(f). On le note ô(f). 

- On appelle sommet de f le sommet de ô{f), on le note s(f). 

- Deux cônes F,G e Tj sont dit parallèles lorsque ô(F) H ô(G), ceci définit une relation d' équivalence sur Tj. 

- Si G,F E Tj sont deux cônes parallèles avec F ci G, on dit que F est un sous-cône parallèle de G, et on abrège 
sous-cône parallèle en sep. Ceci définit une relation d'ordre sur Ti. 

Lemme 5.3.4 Soient F,G ^Tj tels que G est sep de F. Alors il existe un appartement contenant ô(F) U ô{G). 

Preuve du lemme: 

Nous savons déjà qu'il existe (proposition l4.7.2l i un appartement Ai contenant (î(G) et un sep ô de ô{F). 11 existe aussi 
A2 contenant ô(F) U {s(G)], ceci car s(G) e F. Alors Ai n A2 D {s{G)] U ô, d'où par convexité. Ai n A2 D ô{G), et donc 
A2 D Ô(F) U Ô(G). □ 

5.4 Équivalence de cônes, l'ensemble I 

Nous définissons maintenant une relation d'équivalence sur l'ensemble des cônes de l'immeuble d'une manière 
tout à fait semblable à la définition de la relation d'équivalence sur l'ensemble des cônes affines de Aq. 

Définition 5.4.1 Deux cônes F,G e 'Fj sont équivalents lorsqu 'il existe H e îFj qui est un sep de F et de G. On note 
alors F ~ G. 
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Le lemme l5^23] montre que si f,g e'Fa alors f g ^ f ~ g. 



Lemme 5.4.2 Soient F,G e Ti, alors F ~ G si et seulement si F // G et F D G ^ Q). 

Preuve du lemme: 
SiF ~G, il est clair que F n G et que F // G (car F // H // G). 

Supposons maintenant que FOG + et que F jj G. Soit x e F n G, soit A et B des appartements tels que ô(F)VJ{x] c A 

et ^(G) U {x\ c B. Nous pouvons alors construire deux cônes : ô\ \- x + ô{F) c A et (52 '.- x + ô{G) c B. Ces deux 
cônes sont parallèles, donc il existe Z contenant ôi et un sous-cône parallèle de Ô2- Par convexité de Z n B, on voit 
qu'en fait Ô2 c Z. Donc ô\ et Ô2 sont deux cônes parallèles, inclus dans Z et de même sommet : ë\ - 62- Soit H eTi 
tel que ô{H) - 5i . Il est à peu près clair que H <z F f] G, mais je détaille quand même le raisonnement : 
Soit f &Ta tel que ô{ f) - ô(F). Alors x e f, puis ôi c /. Soit hi e Ta tel que ô(hi) - ôi, alors H - hi et hi <z f. 
Comme F - f, on conclut par le lemme |5!2.3| que H <z F. On procède de même pour prouver que H <zG. □ 



Proposition 5.4.3 La relation "être équivalent" est une relation d' équivalence sur Tj. 
Démonstration: 

Cette relation est symétrique et réflexive, montrons qu'elle est transitive. Soient F\,F2, Fj, e Ti tels que F\ ~ F2 et 
F2 ~ Fi. Soit Gi un sep de Fi et F2, et G2 un sep de F2 et F3. Il nous suffit de trouver un cône H e Tj qui soit 
un sep de G] et de G2. Et comme nous savons déjà que G\ // G2, grâce au lemme précédent, il suffit de prouver que 
Gi nG2 0. 

Quitte à remplacer Gi par un sep, il existe un appartement Z\ contenant ô{F2) U ô{G\). Le lemme l5!L4l appliqué à 
F2 n Z] et G\ n Z\ dans l'appartement Z\ prouve l'existence d'un sep H\ de G\ dont le coeur est un sep de ô(F2)- De 
même, il existe un sep H2 de G2 dont le coeur est aussi inclus dans ô(F2)- 

Ainsi ô{Hi) et ô(H2) sont deux sep du même cône ô(F2), leur intersection contient donc un troisième sep de ô{F2) (il 
suffit de vérifier que s{ô{F2)) + s{ô{F2)s{ô{Hx)) + s{ô{F2)s{ô{H2)) e ô{Hi) n Ô(H2) ). Si H est le cône de I corres- 
pondant à ce coeur, alors H est un sep de Hi donc de G\ donc de F\, ainsi que de H2 donc de G2 donc de F3. Ce qui 
prouve que F\ ~ F^. □ 

Nous pouvons enfin définir l'ensemble I : 
Définition 5.4.4 On pose I — Til ~- Si F e Ti, on note [F] la classe d'équivalence de F pour ~. 
Notons enfin ce petit résultat : 

Lemme 5.4.5 Soit A e et f e Ta- Soit G e Fj tel que f ~ G. Alors il existe f un sep de f tel que f' est un sep de 
G. 

Démonstration: D'après la proposition l4.7.2l il existe un appartement Z contenant ôif) et un sep de ô{G). Soit g' 
le cône affine de Z engendré par ce sep. D'après le lemme |5^L4I il existe ô' un sep de ôi f) qui est inclus dans g' . Alors 
le cône /' engendré par ô' dans A convient. □ 



5.5 Injections canoniques 

Définitions 5.5.1 - Soit lj: ^ ^ . C'est l'injection canonique de J dans J. 

X H- > [[x]] 

À ^ y - — 

- Pour tout appartement A, soit La: r„, |-^, . C'est l'injection canonique de A dans I. 

u\a [/] 
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Quelques mots pour s'assurer que ces définitions sont licites : 

- Pour Li, il faut vérifier que [x] e fj, Vx E I. C'est le cas car si x est dans l'appartement A, alors {x] e Ta, et 
{x} = {x]. 

- Nous avons déjà vu que si f ~a g alors f ~ g ce qui montre que la est bien définie. 
Proposition 5.5.2 Les injections canoniques sont injectives. 

Démonstration: 

Il est clair que lj est injective. Soit A e pour montrer que la est injective, on considère deux cônes f,g € Ta tels 
que LAi[f]A) = '■Ai[g]A)- C'est à dire que f ~ g- Donc il existe H e Tj qui est sep de / et g. Par le lemme U.3.4| il 
existe B e ^ contenant ô{f) U ô(H). En utilisant le lemme |5^1.4| dans B, on obtient un nouveau cône H' e Tj qui est 
sep de H et dont le coeur est inclus dans ô(f), donc dans A. Alors notant h' - H' n A, on voit que h' est sep dans A de 
/ et g, et donc f ~a g- □ 



6 Topologie sur I 
6.1 Définition 

Définition 6.1.1 Soit F e Ti, soit A e ^(I) contenant ô(F). On note b(F) et on appelle base de F la base de ô(F). 
De même, si f e Ta, on notera b(f) la base de ô(f). 

La définition de la base d'un cône dont la direction est dans une facette vectorielle est donnée en l4.3.4l 

Maintenant, nous avons besoin d'un moyen de définir un voisinage de dans les espaces directeurs de tous les 
appartements à la fois. Nous avons déjà défini U comme étant l'ensemble des voisinages de dans Ao, où Ao est 
l'appartement de référence choisi au début, stables par le groupe de Weyl de Ao, WAq. Alors si f/ e 1/, si : Ao — > B 
est un isomorphisme quelconque, l'image ${U) c B est indépendante de l'isomorphisme 4> choisi. Nous pouvons 
ainsi identifier f/ à un voisinage de dans l'espace directeur de n'importe quel appartement. Et si (/> : A ^ B est un 
isomorphisme, nous pouvons écrire (p(x + U) - <p{x) + t/, Vjc e A. 

Définition 6.1.2 Soit F €Ti,A tel que ô{F) c A, f - A D F, et U c À, stable par W{â!). On pose 

L'union est prise sur tous les appartements B qui contiennent b{F), et (pg : A ^ B est un isomorphisme qui fixe 
b(F). 

Remarque: Il aurait pu paraître plus naturel de prendre l'union des <pB(f + U), mais le fait de prendre l'intersection 
avec ô{fy^ permettra d'utiliser la proposition l4.3.5l 

Le sous groupe de Wa qui fixe b{f) fixe aussi ô(f), puisque b(f) contient une base affine de AiÏAÔif), et donc il 
stabilise /, et sa partie vectorielle est un sous-groupe de WJ^ et donc stabilise U. Ceci permet de vérifier que le choix 
de (f>B n'importe pas. 

Si A' est un autre appartement contenant ô{F), et si /' = A' n F alors f + U - f + U. Ceci permet la définition : 

fTu -.^f + u 
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Lemme 6.1.3 On garde les notations précédente. Si B est un appartement contenant b(F), et si (f>B '■ A ^ B est un 
isomorphisme qui fixe b{F), alors B O (f + U) - (pBiif + U) C\ ô(f)*^). En particulier, A H (f + U) = {f + U) H ô{f)\. 

Preuve du lemme: Si e B n (/ + U), alors il existe un appartement C contenant b{ f) et un isomorphisme (pc '■ A ^ C 
fixant b{f) tel que x e <pciif + U)r\ <5(/)p. On choisit alors i// : C B fixant b{f) U {x], comme tfr o (p^ : A B fixe 
b{f), on a -A ° Mif +U)n ô(f)X) = M(f +U)n D'où x e M(f + U)n ô{f)l). □ 

On peut maintenant définir les ensembles qui seront la base de voisinage de la topologie sur I : 

Définition 6.1.4 Soit F efi.etU e On pose 

"ViiF, U) — {x e I \ un représentant de x est inclus dans F + U} 

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confondre "ViiF, U) avec un voisinage 'VAif, U) d'un point dans un appartement 

compactifié, on pourra juste noter 'YiF, U). 

Pour xel,on note "V, = {"ViF, U)\x = [F], U e 

Lemme 6.1.5 Soient F,G eTi et U,V ell alors : 

- fcfTu 

- si FTu c (J+y, alors ^(F, U) c ^(G, V) 

- siU <z V, alors F'+U c fTV 

- si F est sep de G, alors F + U C G^^TJ. 

Preuve du lemme: 

Les trois premiers points sont évidents. 

Pour le quatrième point, on choisit un appartement A contenant ô(F) et ô(G) (lemme IS. 3. 4b . On note / = A n F le 
cône engendré par ô{F) dans A, et g = A n G le cône engendré par ô{G), donc / est un sep de g. Il ne reste plus qu'à 
appliquer la même méthode que celle utilisée dans cette situation pour prouver que f <z g (en l5.2.3b . 

On commence par supposer qu'aucun mur de A, parallèle à ô(G) ne sépare strictement s(f) et s(g). Soit x e F + U, 
il existe B D {x] U b(F) et (p : A —> B fixant b(F), tel que x € </>((/ + U) n f*). En particuHer, x e (pif)*^- D'après 
la proposition |433] il existe un appartement Z contenant b(G) U b{F) U {x}. Soit tfr : Z —> A fixant A n Z, donc en 
particulier b(F) U b(G). Comme x e fTI/, (//(x) e ( f + U) n f* c (g + U) n g* , donc x e GTu. 

S'il existe un mur M parallèle à ô{G) et séparant strictement s{f) et s{g), soit z - [«(/), s{g)] n M. Par récurrence, 
on a fTI/ <zz + f+Uetz + f + U c (f+U . □ 



Proposition 6.1.6 // existe une unique topologie sur I telle que pour tout x e J, 'Vx soit une base de voisinages de x. 
Démonstration: 

Il faut montrer pour tout x e I, que "Vx + 0, que W e 'V.i, x e V, et que Sx E J, Vi , V2 e "V.v, 3 V3 e "V ^ tel que 

c Vi n Yi. Les deux premières assertions sont claires. 
Soit donc x e J et Vi , e . Soient Fi,F2 e x et Ux,U2 tels que Vi = ^(Fi , i/i ) et = ^(^2, Ui). 
Comme F\ ~ F2, il existe H qui est sep de f 1 et de F2. Soit f/ = f/i n [/2, on a bien U eU. Alors, 'V{H, U) e et 
d'après le lemme, ^(i/, U) c "ViFi , î/i) n 'V(F2, U2). □ 

Notons tout de suite ce résultat évident, mais important : 
Proposition 6.1.7 Soit g e Aut( J). Alors g se prolonge en un homéomorphisme de I , en posant g{\F\) — \g{F^\ 
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6.2 Lien avec la topologie de A 



Nous allons maintenant faire le lien entre les voisinages du type "ViF, U) dans l'immeuble et les 'VAi.f, U) dans un 
appartement. La seule petite difficulté provient du fait que dans la définition de / + [/ on fait intervenir (/ + U)C^ f* 
et non juste f + U comme dans les ^a(/, U). 

Définition 6.2.1 Soit A e J[, U eH et f eTa, on note 

'V'^if, U) — {x e À \ un représentant de x est inclus dans (f + U) H f*} 

Proposition 6.2.2 Soit A e J?L Alors l'ensemble des "V^C/, U), pour f ^TAStU eU est une base de voisinage de la 
topologie sur A 

Démonstration: Déjà, quels que soient / € et [/ e 'Z/, on a U) c 'VaH, U). Il reste à vérifier que 'V'^i f, U) 

est un voisinage de {f]A- 

Soit U' borné et inclus dans U. Comme /* est un cône d'intérieur non vide, il existe x e / tel que x+ U' c /*. 
Alors X + /+ U' c(f+U)n f donc + / U') c %(/, U), et [x + /1a = donc + / U') est bien un 
voisinage de [/]a. □ 

Etant donnés un cône F 6 ;Fr et un appartement A contenant b{F), il existe un unique élément de Ta dont le coeur 
est image de ë{F) par un isomorphisme d'appartements fixant b{F). Nous noterons ce cône F n A car il est en fait égal 
à F + {0} n A. Si A contient un cône / tel que F - /, c'est-à-dire si A contient ô{F), alors F n A n'est autre que /. La 

propriété principale de F n A est que pour tout Ue'U,F + U-(Fr\A) + U. 

Nous voici en mesure d'écrire un voisinage de base de I en fonction des voisinages de base des appartements : 
Proposition 6.2.3 Soit F e Ti, U eK, borné. Alors 

'Vi{F,U)^ U %(FnA,f/) 

ADi(F) 

L'union est prise sur tous les appartements A de I qui contiennent b(F). 
Démonstration: 

On commence par l'inclusion "d". Soit A € J?l tel que b(F) c A, notons f - F nA. Soit t e 'V'Aif^ U), soit g € îFÂ un 
représentant de t inclus dans (f+U)nf*. Comme F + U - f + U, tout ce que nous devons montrer est que g c f + U. 

Lemme 6.2.4 Soit A e Jl, U c A borné et stable par W(A), et f,g ^Ta tels que g c ( f + U) (1 f*. Alors il existe un 
sep g' de g tel que g' <Z f + U. 

Preuve du lemme: On va appliquer la proposition 15. L 21 avec y - ô(g), x - s(g') et b = b(g'). Il nous faut choisir b' 

de manière à ce que b' c s(g') - g*, AS(b ) D ô{g). De plus, pour que la conclusion de la proposition 15 . 1 .21 nous soit 
utile, il faut que b(f) c b'. 

Comme ^ c /, il existe une facette de Weyl h tel que ô(f) U ô(g) c h. Soit alors b' la base du cône s{f) + h, de 
sorte que Afl(b') 3 ô(g) et b(f ) c b'. Soit g' un sep de g tel que b' c s(g') - g*. 

Soit z e g', soit Z e y[ contenant b' U [z], et (p : Z A fixant b'. Alors la proposition 15. 1 .2l prouve que e g', en 
particulier, (p{z) e (f + U) n f* . Comme (p fixe b' qui contient b(f), ceci prouve que z & f + U. □ 

On passe à l'autre inclusion. Soit t e "VjiF, U). Il existe un représentant G e Ti de t inclus dans F + U et un 
appartement A contenant U ô(G) (corollaire |4.3.2| ). Soit / = FnA, alors An F+~t/ = {f +U)f\f*, (pai-le lemme 
IQjl l d'où G n A c (/ -H f/) n /*. Et comme f = [G n A]a, on a bien t e 'V'^if, U). □ 
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6.3 I est séparé 

Proposition 6.3.1 L'espace topologique I est séparé. 
Démonstration: 

Soient x et y deux points distincts de I . D'après la proposition |433] il existe A e y[, et /, g e tels que x - [/] et 
y - [§]. D'après le lemme l5^2.3l / +a g- Comme À est séparé et que [f]A + [§]a, on peut, quitte à restreindre / et g à 
des sep, supposer qu'il existe f/ € "Z/ tel que f+UC\g+lJ-'è. Quitte à remplacer JJ par une boule incluse dans U , 
on peut supposer que U est convexe. 

On peut encore restreindre g à un sep pour s'assurer que c s(g) - ô(g)*. Alors nous pouvons utiliser la propo- 
sition 15.1.21 pour obtenir que f + U n g + U = 0: soit t e g + U, soit Z e contenant b(f) et t, soit (p : Z ^ A 
fixant b(F), alors la proposition 15.1.21 affirme que (p(t) e g + U, donc t i f + U. Ceci implique directement que 
'V(/, U) n ^{g, U) - % : nous avons obtenu un voisinage de x et un de y qui sont disjoints. □ 

6.4 I est à base dénombrable d'ouverts 

Lorsque I est localement fini, ou plus généralement lorsque chaque cloison n'est pas incluse dans plus qu'un 
nombre dénombrable de chambres, la topologie qu'on vient de définir est à base dénombrable d'ouverts. Voici en 
quelques mots pourquoi. 

Tout d'abord, pour calculer / + U, seuls U, si f) et b{f ) comptent. Or, pour un sommet fixé, il n'existe qu'un nombre 
fini de bases le contenant. L'hypothèse sur I implique qu'il n'y a qu'un nombre dénombrable de points de J à coor- 
données rationnelles (en fixant une chambre de référence, et une base affine dans cette chambre). Donc en prenant tous 
les sommets à coordonnées rationnelles dans I, toutes les bases correspondantes à ces sommets, et tous les voisinages 
de dans Aq de la forme B(0, ^), on obtient une base de voisinages pour la topologie de I qui est dénombrable. 

6.5 Injections canoniques 
6.5.1 L'injection ij 

Proposition 6.5.1 L'injection canonique ii : I ^ I est telle que, pour tout U & U, F ^ on a CjCVjiF, UJ) — 
F + U. De plus, elle est continue, ouverte et d'image dense. 

Démonstration: 

Soient U eU,F eTi&ixe q\'V{F, U)). On a alors {jc} c fTiJ, donc x € fTI/. 
L'autre direction est (encore plus) claire. 

Il est maintenant clair que l'image de ij est dense dans I. 

Montrons que tj est ouverte. Soit O un ouvert, x G O. Il existe un voisinage B de x dans J, inclus dans O qui est une 
boule dans I,B - B(x, e). La boule dans Aq B ^^(Q, e) est stable par le groupe de Weyl de Aq, donc B ^^{0, e) 6 'î/. Il est 

de plus clair que B = {x) +^B^(0, e). (Ici, b({x}) = {b} et {x}* = A). Nous allons vérifier que ij(B) = Tj({x}, B^^(0, e)) : 

ce sera alors bien un voisinage de ij(x) dans I. 

L'inclusion c découle directement de l'égalité B = {x] + B^^{0, e). Pour l'autre inclusion, il suffît de remarquer que 
puisque B est borné, siy - [f] € ijiB) alors / = (0). 

Enfin, montrons que (/ est continue. Soit O un ouvert de I, soit x e tj'(O). Il existe un voisinage de tj(x) inclus 
dans O de la forme 'y({x), U). Alors x e Lj^CVHx], U)) - {x} + U (Z tj'(O). Il reste à prouver que {x} + U contient 
un voisinage de x dans I. Or U contient une boule Ba„(0, e), donc {x} + U D [x] + B^JO, e) - Bj(x, e) qui est un 
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voisinage de x dans I. □ 
Nous pouvons donc identifier I à l'ouvert dense tj(J). La relation r^^(^(F, U)) - F + U devient alors "ViF, U) n 

i^fTu 



6.5.2 Les injections ia 

Proposition 6.5.2 Soit A e alors l 'injection canonique la '■ A ^ I est telle que, pour tout f e T^a, U & Il borné, 
il existe f E 'Fa un sep de f tel que 'VAif , U) C U)) C U). Cette injection est de plus continue et 

fermée. 

En particulier, c'est un homéomorphisme de Â sur son image qui est un fermé compact de I. 
Démonstration: 

Soit / 6 Ta, u e u, borné. Soit [g]A e L^\'Vi{ f, U)), ce qui signifie que quitte à remplacer g par un sep, on a 
g c f^U. Alors g c n A = (/ + f/) n ô(fy cf + U. Donc [g]A e ^aH, U). 

Pour l'autre inclusion, notons x - s{f). On choisit /' un sep de / tel que f' + U<z ô{f)*, ceci existe car U est borné 
et ôif)* est un cône convexe et d'intérieur non vide. Alors f' + U c (f + U) n f* . Vérifions que /' convient. 

Soit [g]A e 'VaC/', U), on peut supposer que g c f' + U d'où g c (f + U) Ci f*. On peut aussi imposer que 
b(f) c b{g) - ô(g)*. Alors en utilisant la proposition 15. L2I (prendre b - b{g), b' - b(f), f = ô(g)), on vérifie que 
g c fTu, d'où LAdgh) c ^(f, U). 

La continuité de la est alors immédiate. Le fait que la est fermée provient alors de la compacité de A et de la 
séparation de I. □ 

Nous pouvons dsormais identifier un appartement compactifié Â à un fermé compact de I. La proposition 14.5.51 
nous permet de prouver une généralisation de l'axiome indiquant que deux chambres doivent être incluses dans un 
même appartement : 

Soit c une chambre de J et x = [F] e dl, alors il existe A e A contenant c et un sep de ô{F). Donc c U (x) c A. De 
même, si x = [F] ely - [G] sont deux points du bord de J, il existe A e J[ contenant un sep de ô{F) et un sep de ô{G), 
et alors [x] U \y} c Â. 

Lemme 6.5.3 Soient x et y des facettes de I ou des points de dl, alors il existe un appartement A tel que x U y C A. 
(Ici, on identifie x à [x] dans le cas où x est un point.) 

6.6 Rétractions 

Nous avons vu que si A est un appartement et w € Wa, alors w s'étend de manière unique en un homéomorphisme 
de A sur lui-même, puis que si (/> : A — > B est un isomorphisme, alors (p s'étend de manière unique en un homéomorphisme 
de À sur B, qu'on note encore (p. Les rétractions peuvent aussi s'étendre à I : 

Proposition 6.6.1 Soit A e J{, et c une chambre de A, soit p — p^^A lo rétraction sur A de centre c. Alors p s'étend de 
manière unique en une fonction continue p de I sur A. 

Démonstration: 

Soit X e dl, nous savons qu'il existe Z € y[ tel que {xj U c c Z. Soit (p : Z ^ A fixant c, alors p|z = (p, il est donc 
naturel de poser p(x) - <p{x). Pour que cette définition soit valide, il faut s'assurer que si Z' est un autre appartement 
tel que {x) U c c Z' et si (p' : Z' —> A fixe c, alors <p{x) = 0'(x). 

Soient f e Tz &l f e Tz' des représentants de x. Alors p(f) - 4>(f) e Ta et p(f') - cf>'(f') e Ta, et 4>(x) - [p(f)]A, 
<p'{x) - [p(/')]a. Il nous faut donc vérifier que p(f) ~a pif')- 

Quitte à raccourcir / et /', il existe un appartement Y contenant ô(f) U ô(f'). Quitte à raccourcir encore /, on peut 
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supposer, dans Z: c <z s(f) - ôif)^- On peut raccourcir maintenant /', pour obtenir que, dans Y, ô(f') c 

Supposons dans un premier temps qu'aucun mur de Y ne sépare strictement ô{f) de ô{f'). Soit/3 = C1(5(/)U5(/'))- 
Alors, en notant i/zy un isomorphisme de Z sur Y fixant ô{f), si M est un mur de Z séparant strictement s{f) et c, if/riM) 
ne peut séparer strictement deux points de y6. La proposition |4. 3 .3 [ permet donc de trouver un appartement X contenant 
ô{f) U ô{f') U c. Les 'F-cônes engendrés par ôif) et ôif) dans X sont équivalents. Soit x ■ X —> A fixant c, alors 
p(<5(/)) = et pi^if')) = Il s'ensuit que les cônes engendrés par p{ô{f)) et piôi f')) sont équivalents 

dans A. Mais ces cônes sont exactement p( f) et p(/')- 

Pour traiter le cas général, nous allons construire dans Y une suite ô{f) - ôq, = ô(f') de coeurs qui ne sont 
séparés par aucun mur, et qui engendrent des cônes /o, ...,/* équivalents. La projection ps(j) : Y — » Yij(f) de Y sur la 
façade Yg^f) envoie ô(f) et ô{f') dans deux facettes bien déterminées. Soit T = go, .■.,gk une galerie dans Fj^y^ entre 
ces deux facettes. On note fr et fy les cônes engendrés par ôif) et ô(f') dans F. D'après D.3.31 après avoir choisi un 
système de générateurs S de W{Y) adapté, on a une partition I - Ii U I2, où / est le type de ôify), h est l'ensemble 
des réflexions de S fixant /-"- et I2 le type des réflexions fixant fy- Si n est une cloison de Ys(f) de type inclus dans I2, 
M le mur de Y correspondant, alors M D fy. Par conséquent, M ne peut séparer ô{f) de ô(f'), car fy ~y fy. Ainsi le 
type de la galerie F est inclus dans /i . 

On définit à présent la suite de coeurs ôo, ôi, ...,Ô2k la suite de cônes /o, /at par récurrence. En plus des conditions 
déjà citées, on requiert que ps(f)iôi) c gi lorsque / est pair 

On pose ôo - ô{f), fo - fy. Ensuite si (Jq, ô-, et /o, / sont construits pour / un indice pair, soit cr, la réflexion, dont 
la direction fixe ë{fy) qui relève la réflexion de i^y) définie par la cloison gi A gi+i. La cloison g, A gi+i est de type un 
élément de /i, donc cr, e W/, , cr, stabilise fy et fixe fy. Soit s le sommet de f, par hypothèse de récurrence, f ~y fy, 
donc f - s + fy, et cr,(/j) - cr,(i) + = cr,(s) + fy. Soit M,- le mur fixé par cr,-, donc fy c M,-, et soit /z le projeté 

orthogonal de s sur M. Alors cr,(i) = i + 2i/î, et sh E M-^ c fy-^ - Wect(fy). 

On pose alors f^\ :— h + fy = f + sh et fi+2 = cr,(/j) = / + 2^/;. Ces deux cônes sont équivalents à On pose ensuite 
= ô{fi+i) et ôi+2 = ô{fi+2)- Les deux coeurs ô-, et sont projetés dans la même chambre fermée gi de Ys(f), ce 

qui signifie qu'aucun mur dont la direction contient ô{f) ne sépare strictement 5, de . Mais comme ces deux coeurs 
sont parallèles de direction ôif), un mur dont la direction ne contient pas ôif) ne peut de toute façon pas les séparer, 
donc aucun mur ne sépare strictement (5, de ôi+\. De même, ôi+i et ôi+2 sont projetés dans la même chambre fermée 
gi+i, donc aucun mur ne sépare strictement ôi+\ de ôi+2. 

Ainsi ôi+\ et ôi+2 vérifient les conditions requises. On construit ainsi les suites ôq, ..■,Ô2k et /o, ..■,f2k- Alors Ô2k est 
projeté dans la même chambre fermée gk que ôif) et f2k ~y fy ~y fy, il ne reste donc plus qu'à poser f2k+\ - fy 
et Ô2k+\ - ôif') pour obtenir une suite de cônes de Y équivalents allant de fy à fy telle que les coeurs de deux cônes 
consécutifs ne sont séparés strictement par aucun mur 

Nous avons que dans ces conditions, deux coeurs consécutifs ont des sep dont les images parp sont des coeurs de cônes 
de Ta équivalents. Donc ôif) et ôif) ont des sep y et y' envoyés par p sur des coeurs de cônes de Ta équivalents. 
Mais piy) - <piy) et piy') - (p'iy), on a donc prouvé que (pif) - pif) ~a 4>'if') - Pif)- Ceci prouve que p est bien 
définie. 

Montrons qu'elle est continue. Comme I est ouvert dans I, et que p est continue, la continuité de p est acquise en 
tout point de I. Il s'agit donc de montrer, poury e dA, pour x e p"'({y}) et pour 'VAif, U) un voisinage de y dans Â, 
que p^^i'VAif, U)) contient un voisinage de x. 

Soit Z € ^ tel que {x} U c e Z, soit (p : Z ^ A fixant c. Comme / n'est pas réduit à un point iy e dA), on peut le 
raccourcir pour s'assurer que c c sif) - ôif)*. Un voisinage de {x} dans I est U), vérifions qu'il est inclus 

dans p-^-VAif, U)). Soit B D bi(p-\f)) U [t] ei<p : B ^ Z fixant bi(p-\f)) tels que (A(0 e + t/) n il 

faut montrer que p(f) e f + U. 

Nous savons que c c s((/i '(/)) - (p^^if)*^, donc en utilisant la proposition |433] on voit qu'il existe B' e J\ contenant 

{f} U bi4>-\f)) U c. Soit ip' : B' ^ Z fixant B' n Z, en particulier, ip' fixe bi4>-\f)) donc ip'it) e + U. Ensuite 

^ oxf/' fixe c, donc p(f) = o i/r'(f) e f + U. 



48 



L'unicité de p découle de sa continuité et de la densité de I dans I. 



□ 



A présent, nous pouvons nous contenter de noter p à la place de p. 
Les résultats obtenus pour les rétractions de I peuvent souvent s'étendre aux rétractions sur I. Voici ce que devient 
la proposition 14.4. 1 1 (1' énoncé est un peu différent de celui sur les rétraction dans I car il faut prendre en compte la 
possibilité que piix) - cr o p2(_x)) : 

Proposition 6.6.2 Soit A e J{, c\ et C2 deux chambres adjacentes dans A, M le mur les séparant, cr la réflexion selon 
M. Soit pi - pa,c, et p2 - Pa,c2- Soit x & I, alors : 

- Soit pi(x) - P2(x), soit p2(x) — cr o pi(x). 

- Si pi(x) e î)(M,ci) alors pi(x) — p2(x). 

- Si p\ (x) i D{M, Cl) et si p\ (x) — p2(x), alors il existe un appartement B contenant c\, C2 et x. 
Démonstration: 

Les deux premiers points découlent de la proposition |4.4.U et de la continuité de pi , p2 et cr. 

Pour le troisième point, on répète quasiment la preuve de la proposition 14.4.11 Supposons pi{x) i D(M, ci), soit 
Zi e ^ tel que {x} U ci c Zi. Supposons que C2 (t Z\ et montrons qu'alors p2{x) - cr o pi(x). Soit (/>i : Zi — > A fixant 
Cl, alors pi(x) = (piix). Soit d la chambre de Zi, voisine de ci le long de (p^^(M) (en fait, d = 0"'(c2)), d ^ C2 puisque 
C2 (t Zi. Il existe un appartement Z2 contenant Dz, (0j^' (M), li) U C2. Cet appartement contient x dans son adhérence 

car il contient (p^^{DiM,C2)), et il ne contient pas c\. Soit (p2 '■ Z2 ^ A fixant C2, on a p2(x) - <p2(x). On a aussi 
<p2id) = Cl - cr o (p\{d). Alors 02 et o" ° 0i coïncident sur D(0j"'(M), d), puis sur D((f>^\M), d) donc en x. □ 



6.7 Compacité 

Pour l'instant, la notation f + U est définie pour / un cône dans un appartement et U une partie de Aq. On définit 
à présent, si c est une facette dans un appartement A et si C est une partie de A stable par les parties vectorielles des 
éléments de Fixw^ (c). 



L'union est prise sur tous les appartements contenant c, et <pB est un isomorphisme de A vers B fixant c dont le choix 
n'importe pas. 

Avant de prouver la compacité de J, vérifions cette conséquence de la proposition 14.2.71 : 

Lemme 6.7.1 Soit A un appartement, et C une partie convexe et ouverte de A. Soit E la réunion de toute les facettes 
de A qui rencontrent C. Alors pour toute chambre c de E, et tout point y € C, // existe une galerie tendue de c ày qui 
reste dans E. 

Preuve du lemme: Soient x e C n c, alors [x,3'[c C. Comme c n C est ouvert, on peut supposer que {x,y\ ne 
rencontre que des chambres et des cloisons (aucune facette de dimension inférieure) et que xy n'est inclus dans au- 
cune direction de mur de A. Soit F une galerie le long de [x,y~\, commençant par c, donnée par la proposition 14231 
L'adhérence de chaque chambre de F coupe {x,y]. Soit e une de ces chambres, {x,y~\ rencontre soit e soit une de ses 
cloisons. Mais si elle rencontre une de ses cloisons, disons m, on ne peut avoir xy c Vect(m) car Vect(m) est la direc- 
tion d'un mur Alors {x,y} rencontre aussi e ( {x,y'\f\m est forcément dans ]x,y[). Comme C est convexe, [x,3'[c C et 
e e £. □ 

Il est temps de montrer que I est compact 
Théorème 6.7.2 Si l'immeuble I est localement fini, alors l'espace I est compact. 
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Démonstration: 

Comme nous savons déjà que I est séparé et à base dénombrable d'ouverts, il ne reste plus qu'à montrer qu'il est 
séquentiellement compact. Soit {x„)nen une suite dans J, trouvons lui une valeur d'adhérence. 

Première étape 

Quitte à remplacer (x„) par une sous-suite, il existe A e f e Ta, c une chambre de A, et C une chambre de A tels 
que (pA,ci^n))nm converge vers y^o :- [/]a, S(f) ^ c + Ô etVn eN, PaA^h) ^ Kf) + ^■ 

Commençons par choisir co dans Aq au hasard, et notons po = PAq.co- Comme Ao est compact, on peut supposer 
que la suite (po(jc„))„ converge vers une limite yo 6 ^o- On peut aussi supposer que tous les p(x„) sont dans une même 

façade de Aq, c'est à dire qu'ils ont tous la même direction g. Soit /o e yo un représentant de yo, alors g c /q. On 
peut de plus choisir /o de sorte que cq c sifo) - /g . Comme un voisinage de yo dans Aq est inclus dans ôifof, on peut 
supposer que tous les po(-ï„) ont un représentant g„ inclus dans ôifoT- Mais ôifo)* est une réunion finie de chambres 
fermées, donc il existe C^o chambre de Âq teUe que s(/o) + Cq contient une infinité de g„, on peut supposer qu'il les 
contient tous. Bien sûr, cela implique que i(/o) + do contient tous les po(x„). 

Pour conclure la première étape, il ne reste plus qu'à s'assurer que ô(fo) c cq + Co, ce qui, puisque ô(fi)) c Ôq revient 
à s'assurer que co coupe i(/o) - Cq. Pour l'instant, cq est inclus seulement dans s{ fo) - ôifo)*. Soit d une chambre à 
distance minimale de cq dont l'adhérence coupe s(/o) - Cq. 

Nous allons maintenant prouver par récurrence sur k que s'il existe A', c', C, /' et d' dans la même configuration que 
Ao, Co, Co, /o et d le sont actuellement, avec d{c', d') - k, alors il existe A, c, /, et C comme requis pour conclure la 
première étape. 

Si A; = la conclusion est immédiate. A', c', C et /' conviennent. 

Si A: > 0, soit F - (c' = cq, ci, q - d') une galerie minimale entre c' et d', et soit M = Vect(co A ci) le premier 
mur traversé, soit cr^ la symétrie de A' selon M, notons po = Pa',c' et Pi = Pa',ci ■ 

Sipo(x„) - pi(;ic„) pour une infinité d'indices n, alors on peut passer à une sous-suite pour supposer que po(;c„) = pi(x„) 
pour tout n. Alors il suflît de remplacer c' par C] pour pouvoir appliquer l'hypothèse de récurrence. 

Par contre, dans l'autre cas, on peut supposer que pi(x„) — cr o p{)(x„) pour tout n € N. Alors la suite des pi(x„) ne 
vérifie plus du tout les hypothèses demandées, il va falloir changer d'appartement. 

D'après la proposition 16.6.21 cette situation n'est possible que si pour tout «, po(x„) i ÎXM,c'). De plus, pour 
tout « e N, il existe alors une chambre e„ voisine de c' et de c\, et un appartement dont l'adhérence contient e„, c' et 
x„. Comme I est supposé localement fini, il n'y a qu'un nombre fini de chambres voisines à c' et à ci, on peut donc 
remplacer (x„)„ par une sous-suite pour qu'il existe une chambre fixe e, voisine de ci et c' telle que pour tout « € N, il 
existe B„ e J\ tel que c' U e U {x„} e B„. 

Soit A" un appartement contenant c' et e, et soit : A' — » A" fixant A' n A". Nécessairement, 0(ci) = e. Alors Vn e N, 
PA",ei^n) - <P(Po(Xn))- Comme de plus d{e, (/>{d)) = ^ - 1, on peut appHquer l'hypothèse de récuiTence à A", e - (pici), 
(p{d), (f>if), et (f(C). Ceci conclut la première étape. 

Seconde étape : 

On note p — pA,c la rétraction obtenue dans la première étape. On montre à présent que soit la suite (x„)n admet une 
valeur d'adhérence dans I, soit il existe une galerie tendue (dn)nëH dans A issue de do — c et une suite (f„)„ telle 

que pour tout n, pour tout i > n, p{xi) € d„ + C, t„ € d„ et lim„^oo t„ — joo. On peut enfin imposer que Vn E N, 
d„n(c + C)^ 0. 

On note p - pA,c- 

On commence par regarder le cas où / = {0}. Dans ce cas, joo e A, et ^ = UêD^» c est un voisinage de y^o dans A, 
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il contient donc tous les p(x„) à partir d'un certain rang. Mais p {K) est une union finie de chambres fermées, donc 
c'est un compact, et la suite (x„)„ a une valeur d'adhérence dans p '(/T) donc dans I. 

Supposons à présent que / + {0}. Par le lemme |6!7.1| il existe une galerie minimale c - do, d\, t/» de c à s{f) 
telle que V/ 6 [0, m], di coupe c + C. 

On choisit ensuite une demi-droite l c ô{f), et on prolonge do, du par une galerie tendue dont l'adhérence contient 

I := s{f) + 1 (proposition l4.2 . 71 ) . Vérifions qu'on peut s'assurer que d„r\(c + C) & pour n > u. Notons Mi l'ensemble 
des murs contenant /, alors la construction faite dans la proposition l4.2.7l est telle que chaque chambre de la galerie 
{dn)n>d„ est incluse dans PlMeAi, ^^(M^ du). Par ailleurs, c + C est un convexe, délimité par un nombre fini de ses hy- 
perplans d'appui, et ces hyperplans ont pour direction un mur de A. Notons "H; l'ensemble des hyperplans d'appui de 
c + é qui contiennent l. 

II suffit de montrer que c/, r\{c + €) pour les chambres c/, contenant un segment de l dans leur adhérence, car alors 
nous pourrons relier deux telles chambres par une galerie dont chaque chambre coupe c + et la construction donnée 
dans la preuve de la proposition l4.2.7l consiste exactement à définir d'abord les chambres contenant un segment de / 
dans leur adhérence, puis à relier ces chambres par des galeries tendues arbitraires. Soit dt une de ces chambres, soit 
]x - e, .ï + e[ un segment de l inclus dans di. Les hyperplans d'appui de di sont des murs en nombre fini, et ceux conte- 
nant X doivent contenir ]x - e, x -H e[ et sont donc des éléments de Al;. Par conséquent, il existe un voisinage V de jc tel 
que VnPlMeM/ 2D(M, c J,. De la même manière, les hyperplans d'appui de c-i-C qui contiennent jc doivent contenir 

/ car Z c c 4- Donc il existe un voisinage U àe x tel que U n Ç^neHi ^iH, c) <z c + d.\\ ne reste plus qu'à vérifier que 
f/ n y n Hz/e-w, ^(^' flMeAi, du) est d'intérieur non vide. Notons S - riHe-H, ^(H, c) ClMeM, D(M, du), nous 
savons que S est d'intérieur non vide puisque c/,, contient un point disons m de c + C n ClMeM, î^iM, du). De plus, l c S 
et S est convexe. 11 ne reste plus qu'à relier m à x par une droite pour finalement obtenir un point intérieur à t/ n V n 5 . 

Ceci permet d'obtenir que dn {c + C) + % pour tout n. Vérifions que la galerie {dn)nen est tendue. Si ce n'est 

pas le cas, c'est qu'il y a un mur M qui sépare du de c/o et d'une chambre d„ avec n > u. Mais s{f) e J„ n (c + C) 

et d„ n du + l + 0, d'où Z c M. En particulier s{f) e M, mais ceci est impossible puisque c/q, ■.■,du est une galerie 
minimale de d^ à s{f). 

Donc la galerie (d„)„eN obtenue est bien tendue. 

Pour tout / € N, soit Sj e /nJ,. La suite (i,) tend vers y^o. Donc pour tout /, les p{x„) sont inclus à partir d'un certain 

rang A^, dans 5, + ô(f)*. Vérifions qu'en fait ils sont dans i,- + C. Soit n > Ni, un représentant g,, de p(x„) est inclus 

dans Si + F où F est une facette vectorielle dont l'adhérence contient ô(f) et g. Disons g„ = Sj + v + g avec v € F. 

> > -» > -> -> 

On calcule alors : g„ - s(f) + s{f)si + v + g. Or s(f)si e ô{f) donc s(/)s/ + v e F et g„ c s(f) + F. Mais nous 

savons d'autre part que p(x„) e s(f) + C. Donc F c (5, et p{x„) e Si + F c s, + C. 

Ainsi, pour tout / e N, les p(x„) sont inclus dans s, -H C à partir d'un certain rang. En passant à une sous-suite, on peut 
supposer que Vn > /, pix„) e di + C. 

Par ailleurs, en déplaçant un peu les i, on peut obtenir une suite (f,) convergeant vers yoo et telle que f, € di. Ceci 
conclut la seconde étape. 

Troisième étape 

On suppose maintenant que (jc,,) n 'a pas de valeur d' adhérence dans I. Montrons qu'il existe une sous-suite de (x„), 
et une galerie tendue V — (c,),eN telle que cq - do — c, que pour tout i, p(ci) — di et que les Xk pour k > i sont dans 

l 'adhérence de Ci + C. 

Ici, on note c,- -H C - c, + $i{C) pour un isomorphisme <pi de A sur un appartement B, contenant c et c,- qui fixe c. 
On remarque que puisque c,- est une chambre, on a en fait Ci + C = p^'^ (c, + ^iiC)), et l'adhérence de ceci vaut 

Pg^p.ici + 4'iiC)) (pour vérifier l'inclusion non évidente, utiliser le lemme 16.5.31 pour inclure un point et c,- dans un 
même appartement). 
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On commence par montrer par récurrence que pour tout /, il existe cq, c, et une sous-suite (xj,) de (x„) satisfaisant 
aux conditions demandées. 

D'après la première étape, tous les x„ sont dans p '(c + C). Donc cq = c convient bien. 

Ensuite, supposons cq, c,- construits. Comme x„ e c, + C et c, coupe co + C, en utilisant la proposition 14.3.51 on 
trouve un appartement B„ tel que cq U c, U c B„. Soit 0„ : B„ — > A fixant cq, comme <p„{xn) - p{x„) e + 

pour n > i + 1, on voit que x„ G <p^^(di+i) + C. Or (/>^^(di+i) est une chambre adjacente à c,, et il n'y a qu'un nombre 
fini de telles chambres. On peut donc passer à une sous suite (xj,^') de (jcj,) pour que tous les x'^^ soient dans un même 

e + C avec e une chambre adjacente à c, dont l'image par p est di+i. Il ne reste plus qu'à poser c,+i - e. 

Enfin, on prend (y„) la sous-suite de (x„) définie par y„ = xJJ. Le couple (E = (cq, ci, ...), {y„)) satisfait aux condi- 
tions demandées par l'étape 3. Pour ne pas alourdir les notations, dans la suite on notera x„ = yn- 

quatrième étape 

Soit Z un appartement contenant E, soit (p : Z ^ A fixant cq, soit Xt» - (p^^iy^o)- Montrons que x„ tend vers x^o- 

Soit 'Vig, U) un voisinage de x^a- Comme U) n (pig)* est un voisinage de jco, il existe un entier tel que 

dN n (4)(g) + U)n 4>(gy et tel que Vn > A^, p(x„) c 'VA(4>(g), U) n Soit n>N, montrons que x„ e "Vig, U). 

Comme Cf^ coupe cq + et x„ e + C, la proposition 14. 3 .51 indique l'existence d'un appartement B tel que {x„} U 
ca, U Co c B. Dès lors, on a les égalités : pz,c„(jc«) = Pz,coi x„) ^ 0"' o p(x„), d'oii pz,e„(x„) e ^zig, U) nj*. Mais 
comme coupe b(g) + g*, on peut appliquer la proposition l5.1.2l qui prouve que si un appartement fermé X contient 
big) et x„, et si i/r : X — > Z fixe b(g), alors i//(x„) e Vzig, U) n g*. Ceci entraîne bien que x„ e "Vig, U). □ 



7 Unicité de la construction 

On suppose dans cette partie que J, muni de son système complet d'appartements, est l'immeuble obtenu à partir 

d'une donnée radicielle valuée discrète comme dans [BT721. Rappelons brièvement quelques notations. 

— > ^ 

On choisit un appartement Aq, ainsi qu'un sommet spécial e Aq, qui permet d'identifier Aq et Aq ainsi que A^ et les 
formes affines sur Aq s' annulant en 0. Il existe un système de racine <p, éventuellement non réduit, sur Aq, et pour tout 
e 0, il existe Eq, un sous-groupe discret de (R, +) tel que les murs de Aq sont les M(a, k) := {x e Aq | a{x) + k - Q] 
pour ae(petke E„. 

Un groupe G agit sur J, pour tout a e (p et k e Va, il existe un sous-groupe Ua,k de G qui fixe le demi-appartement 
D{a, ^) := {x e Ao I a(x) + k > 0) ainsi que toutes les chambres ayant une cloison dans son intérieur. Pour a e cp et 
k < l e Va, on a Uaj c Ua,k, donc la réunion Ua ■- Uier,, Ua,k est un groupe. Le groupe Ua,k agit transitivement sur 
l'ensemble des appartements contenant D(a, k). Le groupe G est engendré par les Ua,k, pour a e (p et k e ainsi que 
par un autre sous-groupe noté H qui fixe Aq. 

Ces sous-groupes vérifient les axiomes d'une donnée radicielle valuée. On suppose de plus l'axiome sur les commu- 
tateurs des Ua,k vérifié au sens fort : pour tout a,/3 e <f) avec /3 i R^.a, pour tout k e E„, l e E^, 

[Ua,k, Ufij] c {U pa+qi3,pk+qi \ p, q e M* et pa + q/3 e (p) 

Le groupe G est muni de la topologie de la convergence simple sur J, c'est-à-dire qu'une base de voisinages de e 
est l'ensemble des fixateurs de parties bornées. Alors l'action de G sur I est continue. 

Cette situation se retrouve en particuUer lorsque I est l'immeuble de Bruhat-Tits d'un groupe réductif sur un corps 
local non archimédien. 
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Nous allons montrer dans ce cas qu'une fois fixée une compactification de Aq de la manière présentée dans la par- 
tie [3] il n'existe en fait qu'une seule manière de l'étendre en une compactification de I sur laquelle G agit par 
homéomorphisme. 

Le fixateur dans Aq d'un produit d'éléments de divers sous-groupes radiciels Ua.k est dans certains cas facile à 
déterminer : 

Proposition 7.1 Soient ai, ...,0^ e (p des racines deux à deux non colinéaires, soit {u\, ...,Uk) e t/^j x ... x f/aj-- On 
suppose que H; FiX/i„(M,) contient au moins une chambre. Alors ¥\XAa(u\...uii) — HJ-i FixAo(Mi)- 

Remarque: Pour des racines dans un sous-système réduit et positif de 0, l'hypothèse "non colinéaires" devient juste 
"distinctes". 

Démonstration: 

On note g - u\...Uk. Pour chaque /, l'ensemble des points fixes de m, est un demi- appartement £), délimité par un mur 

M, de direction ker(a,). 

La première inclusion est claire. 

Soit X 6 A() \ Pl/Li I^i, montrons que x n'est pas fixé par g. On remarque pour commencer qu'il est impossible que x 
soit fixé par g et tous les m,- sauf un. 

Soit c une chambre incluse dans Pi/ ^i- Comme c est ouvert dans Ao, on peut choisir y E c tel que {x,y\ ne rencontre 
pas d'intersection de murs. Si x était fixé par g, alors [x, y] le serait aussi. Or le segment {x, y\ sort de H/ en coupant 
un seul mur, disons Mj. Donc {x,y\ contient un point z qui est dans (Hi^j ®i) \ ^j- Donc z est fixe par tous les m, sauf 
Uj, ce qui est impossible. □ 

Rappelons ce résultat (voir IIBT72II 7.4.33), exprimant que lorsqu'un élément de Uc,,k fixe une grande boule dans 
un appartement, alors il fixe une petite boule de même centre dans l'immeuble. On note r) la boule dans A de 
centre o de rayon r, et Bi{o, r) la boule dans I. 



Proposition 7.2 // existe une constante À dépendant uniquement de (p telle que pour tout o e Aq, et r e R^, si a E (fi et 
k e Aq, sont tels que Bao(o, Àr) C î)(a, k) et si u e Ua,k, alors ufixe Bj(o, r). 

preuve : 

PouryS E 0, notons A/g le maximum, de \0\ sur la sphère unité, et soit À - max{^ \ a,p e (p). 
Soient a E et E r„ tels que B^^fi, Àr) c £)(Qf, k). 

Soit Vie groupe engendré par les U pa+q,i3,+...+q,fi„,pk+q,i,+...+q„i„ pourn E N,j6i, ...,/?„ E (f>, {h,.... In) E L^, x...xr^„ et 
p,qi, ...,q„ eW tels que pa + qi/3i + ...+q„/3„ E et chaque !D(j3i, U) contient o. Montrons que les éléments de V fixent 
Bao(o, r). Déjà, pour v le vecteur qui maximise â sur la sphère unité, on a o - Àrv e D{a, k) d'où (a + k){o) > ÀrMa- 
Soit maintenant y = pa + qxfii + ... + q„p„ et j - pk + q\l\ + ... + q„l„ comme dans la définition de V. Alors 
y(o) + j > p(a(o) + k) > ÀrMa. Ceci entraîne que la boule Bao(o, est incluse dans D(y, j). Comme À^ > 1, on 

obtient le résultat voulu. 

A présent, soit u E Ua,k, et d une chambre de I coupant Bj(o, r). Soit F = cq, c„ - d une galerie tendue avec 
o E co c Aq. Soit p la rétraction sur Aq de centre cq. Il existe jSi & <p, h E F^, et vi E t//s,,/, tels que vi.c\ - p{c\) 
et D(j6i,/i) contient cq donc o. Ensuite il existe fio & (p, h & F^,, V2 E CZ/j^./j tels que V2V1C2 - p(c2), et £)(/32,^2) 
contient cq Up(ci) donc encore o. On obtient finalement ySi, ...,/?„, /], ...,/„, vi, v„ tels que p{d) = Vn...V2V\.d. Notons 

V = V„...Vl. 

Comme coupe BAg{o,r) c Byi„(o,/lr), on a u.p{d) = = v.ii = uv.d. Le fait que chaque commutateur 

(m, V,) = Mv,M"' v^' soit dans V permet de prouver par un calcul classique que (m, v) e V, et donc que (m, v)"' fixe v.d. 
Alors v.c/ - (u, v)vu.d d'où (m, v)^^v.d = vM.t/ puis c/ = u.d. □ 
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Corollaire 7.3 Soient A et B deux appartements, on suppose qu 'il existe oEAr\Betr>0 tels que A n B contient la 
boule Ba(o, Àr) où À est la constante de la proposition. Alors il existe g eG tel que g.A — B, et g fixe (A n B) U Bj(o, r). 

Démonstration: 

Par conjugaison, on peut supposer A = Aq. Le groupe engendré par les Ua,k tels que !D(a, k) D B^io, Àr) est transitif 
sur les appartements contenant Ba{o, Àr) et il fixe Bj(o, r) d'après FOI □ 

Et voici la proposition annoncée : 

Proposition 7.4 Soit I un espace topologique compact contenant I, tel que I est ouvert dense dans I. 

On suppose que l 'adhérence de l 'appartement de référence Aq, qu 'on note Aq est homéomorphe à Ad par un homéomorphisme 

fixant Aq. On note A : a t-^ â cet homéomorphisme. 

On suppose que l'action de G sur I s'étend en une action continue sur I. Alors il existe un homéomorphisme 
X '■ I ^ Iqui est G-équivariant et qui fixe I. 

Remarque: Par densité de Aq dans Âq, et par densité de I dans J, les applications l\ : a a&^x sont uniques si 
elles existent. 

Démonstration: 

Si A est un appartement de I, on notera A son adhérence dans I . Les deux clôtures d'appartements Â et A sont alors 
homéomorphes, par un unique homéomorphisme qui vaut g^' o a o oti ^ e G est tel que g.A - Aq. 

Il est donc naturel de vouloir définir une fonction de la sorte : x'- ^ ^ ^ , pour ? e G et a e Âq. 

g.a g.a 

Montrons que;^' est bien définie : soient g, g' e G et a, a' e Âq tels que ga - g' a' et montrons que gà - g'à' . 
En remplaçant g par {g')^^g, on se ramène au cas où g' — 1. Soient / un représentant de a et /' un représentant de 
a' . Quitte à les réduire, il existe Z € ^ contenant g(ô{f)) U ô(f'). Soient d et d' des demi-droites incluses dans ô{f) 
et ô{f') de directions incluses dans / et /', de sorte que a est l'unique point dans I de d \ d et a' est l'unique point 
dans I de d' \d'. Ainsi, d' et g.d ont le même point limite dans Z, qui est a'. Comme Z est homéomorphe à Z par un 
homéomorphisme fixant Z, on en déduit que d' et g.d ont le même unique point fimite dans Z. 

Le point limite de d' dans Aq est ô' et comme I est séparé, c'est aussi l'unique point limite de d' dans / donc en 
particulier dans Z. De même, l'unique point limite de d dans I est a, donc par continuité de g, le point limite de g.d 
dans J, donc dans Z est g.â. Ceci prouve que ô' = g.à. 

Donc;\f est bien définie. C'est une fonction G-équivariante qui fixe J, elle induit l'unique homéomorphisme de À 
sur A pour chaque appartement A. Comme deux points quelconques de I sont toujours inclus dans l'adhérence d'un 
même appartement (lemme l6.5.3b . ceci entraîne que^ est injective. Il ne reste plus qu'à montrer que^ est continue : 
elle sera alors fermée par compacité de I et séparation de J, et son image sera un fermé de J contenant I c'est-à-dire 
I lui-même. 

Soit X E J, montrons qnex est continue en x. Le cas où .ï E J est évident, et par G-équivariance de;^', on se ramène 
au cas où X E Âq. Au total, on peut supposer x E ôAq. 

Soit O un ouvert de J contenant xi^)- Notons p : G x I ^ I l'action de G sur I. Par continuité de p, et 
parce que e.x = x e Àq, il existe un voisinage ouvert Q de e dans G et un voisinage ouvert V de i dans I tel que 
Q V = piQ xV) (zO. Soit V = x^\y)- Alors x 6 Q.V c x'^Q-V) ^ A' '(C)- H reste à prouver que Q.V contient un 
voisinage de x dans I. 

Soit / E Tao un représentant de x. On peut supposer que Q est le fixateur dans G d'une partie bornée, de la forme 
Biio, r), avec r e R"^* et o 6 Aq, on peut même imposer o E -ô{f), où -ô{f) signifie s(f) - ô(f). 

Soit À la constante donne par la proposition 17.21 Soient l'ensemble des parties d'appartement égales à la 

clôture de ô(f) et d'une boule de centre o de rayon Àr, c'est-à-dire : 

{/3i]iei = {j3 sous-complexe simplicial de J | 3B E tq ô(f) c B, o E B et yS = CI(Bb(o, Àr) U ô(f))} 
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Cet ensemble est fini car l'ensemble des sous-complexes simpliciaux de Bj(o, r) est fini. 
On choisit alors {B,),e/ une famille d'appartements tels que V/ e /, c B,. 

Pour tout i e I,x induit un homéomorphisme entre B,- et B,-. Comme x e B,-, x(x) - x e Bi. De plus, V n B,- est un 
voisinage de x dans B,, donc;^' '(V n B,) c V est un voisinage de x dans B,-. Il contient donc un ensemble de la forme 
'V'g (fi,R,), avec e K et fi e !Fb,, [/i] = x {'\"g {fi,Ri) est défini en l6.2.1l i. Comme c B,, on peut supposer que 
ô{fi) c ô{f) c A (voir lST^ . Soit y un sep de h/e/^C/i) tel que BA(o,ir) c -y\. Soit 7? = fl/e/^/- Alors R e 
et y est un coeur de cône affine. Soit g e Ta^ le cône engendré par y, c'est un sep de / donc [g] = x et 'Vi{g,,R^ est 
un voisinage de x dans I . Nous savons que pour tout / e /, 'Vi(g,R) n B,- c Y . Montrons que 'Vi(g,R) c Q.Y, cela 
conclura la preuve. 

Soit t € "Viig, R), il suffit de montrer qu'il existe /; € g et / e / tel que h.t € (./i, . 
D'après la proposition 16.2.31 il existe un appartement Z contenant b{g) et un représentant r e ^ de f, tel que 
T c {(pzig) + R) C] (pzigY, où (pz ■ A —> Z est un isomorphisme fixant b(g). Quitte à réduire t, on peut supposer 

ô(t) inclus dans un des quartiers de la forme b{g) + C avec C une chambre de (pzijT- Comme o a été choisi dans 
-ôi f), il est dans -y, donc aucun mur de Aq dont la direction contient y ne sépare strictement o et b{g). La proposition 
I4.3.5l permet de conclure à l'existence d'un appartement Y contenant [o] U b{g) U ôij). 

Ensuite, la proposition l4.3.6l prouve qu'il existe un appartement X contenant -y*y U y. En particulier, X n A contient 
o et y, donc + 7 = + ô{f), ce qui contient ô{f). De plus, nous avons supposé Ba{o, Àr) c -y\, ce qui entraîne que 
Brio, Àr) c -y* c y n X. 

Soit / e / tel que B, n X D Bx(o, Àr) U 5{f). Par le corollaire 1731 il existe h e G tel que h.Y - Bi, h fixe Y n B, et 
Bj(o, r). En particulier, h e Q. 

Enfin, si (pY ■ Ao —> Y est un isomorphisme fixant b(g), alors h.ôij) c h.iijpYig) +R)C\ iprigT) = (g; + ^) n g*, où g,- est 
le cône engendrépar ydans B,. Comme gi c /i et 7? c R,, on obtient h.ô{T) c {fi+Ri)r\ f* , d'où /î.f e 'V'g{ fi,Ri) c V.D 

Ce résultat prouve que les compactifications de J définies par A. Werner dans QWerOTI sont identiques à celle 
présentée ici pour les décompositions en cône décrites en |2.5l En effet, nous avons déjà vu que la décomposition 
E(p) définie dans [WerO? I était égale à , et nous avons défini la compactification de Aq à partir de exactement 
de la même manière que dans BWerOTI . 

En particulier, les compactifications de ||Lan96l et IIGR06I coïncident avec celle présentée ici pour T - la 
décomposition en cônes de Weyl vectoriels. 



8 Description de I 

Dans cette partie, on vérifie principalement une propriété attendue de I, à savoir que son bord est réunion d'im- 
meubles aflînes, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes de Coxeter de W. 



8.1 I est une réunion d'immeubles 

Lemme 8.1.1 Soient A, B e yi, soient x E A r\ B, y & A. Si y est dans la même facette de A que x alors y e B n A et x 
et y sont dans la même facette de B. 

Notons a cette facette, elle est donc incluse dans A H B. Il existe un isomorphisme (p : A B dont le prolongement à 
A dans B envoie la façade de A contenant x sur la façade de B contenant x et fixe a. 
Enfin, si f e Ta, f £ J^b sont tels que x — [f^A — [/']«. alors (p(f) — f . 

Preuve du lemme: Si x et y dans une même facette de A, cela signifie qu'il existe f,geTA tels que x = [/] et 
y - [f ]j avec f - g st tels qu'aucun mur dont la direction contient / ne sépare au sens large / de g. C'est-à-dire 
qu'aucun mur dont la direction contient / ne sépare / de g ni ne contient l'un sans contenir l'autre. 
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D'autre part, x e B donc il existe /' € T'b tel que x = [/']. 

On choisit un appartement Z contenant, quitte à les raccourcir, ô(f) et ô{f'). Nous allons montrer que y e À HZ, 
c'est-à-dire qu'il existe un sep de g dont le coeur est inclus dans A n Z. Il suffit de montrer que g n Cl(ô{f)) + 0. (Pour 
une compactification polygonale classique, Q\yT - 'F®, c'est automatique.) 

On décompose A en somme orthogonale de trois sous-espaces comme dans 13.3.91 : A - Vect(5(/)) ®E ® /■"-, où E est 
le supplémentaire orthogonal de Vect(ô(/)) dans Vect(/). Notons /j^î la projection orthogonale sur E, alors pgij) est 
un cône convexe qui engendre E et qui est stable par son groupe de Coxeter. Comme E est essentiel, ceci implique que 
Péf) = ^- 

Il existe donc un point v e g tel que pg{v) - pg(s(f)). En rajoutant à v un élément assez grand de ô{f), on peut aussi 

s'assurer que v e Vérifions que v e C\(ô(f)). Supposons qu'un mur M - «"'({O}) sépare strictement v et ëi f). 

-, > > -> 

Disons que a{ô{J)) > et a(v) < 0. Alors a{ô{J)) > et a{s(f)v) < 0. Mais comme s(/)v e /*, ceci implique 

(^iô(f)) - 0, c'est-à-dire ô(f) c M. Mais nous savons qu'un tel mur soit contient E soit contient /■"". Le premier cas 

est impossible car il implique / c M et nous avons supposé qu'aucun mur dont la direction contient / ne sépare / et 

g. Quand au second cas, il implique que â s'annule sur Vect(5(/)) ffi /""-. Mais comme pgiv) - pgis(f)), il est alors 

impossible que M sépare v et s(f). 

Ainsi, V + / est un sep de g et son coeur est inclus dans Cl(ô(f) donc dans A HZ. Ceci prouve que y e Â n Z. En 
choisissant un isomorphisme (pi : A Z qui fixe ô{ f), et donc ô(v + /), on vérifie que x ety sont dans la même facette 
de Z. Alors comme précédemment, on peut trouver un sep g' de 0i(v + /) dont le coeur est dans Cl{ô(f')) donc dans 
Z n B. On obtient alors que y e B et x ety sont dans la même facette de B. 

Il ne reste plus qu'à choisir un isomorphisme (p2 ■ Z ^ B fixant ô{f'), et donc ô{g'), et à poser = 02 ° 0i pour obtenir 
un isomorphisme de A sur B dont le prolongement à À fixe x. Il est immédiat que $(f) - f - g, donc - ^g- 

La définition de (p est indépendante de y, et les raisonnements que nous venons d'efi'ectuer prouvent que (p fixe toute 
la facette de À contenant x. □ 

Remarque: Comme Â et B sont fermés, Ac\B contient en fait a. Et comme (p est continu, il fixe à. 

Lorsque AC] B - %, mais que A contient un cône /, B un cône /' avec ////', on peut quand même, comme dans 
la preuve précédente, en passant par un appartement Z contenant un sep de ô{f) et un sep de ô{f'), prouver qu'il existe 
un isomorphisme de A sur B qui induit un isomorphisme entre Ay et B y . Ceci prouve le 

Lemme 8.1.2 Soient A et B deux appartements, f e Ta, f € Fb tels que f // /'. Alors il existe un isomorphisme 
<p : A B induisant un isomorphisme de Aj sur Bf, tel que <^{ f) - /'. 

□ 

On définit l'ensemble des facettes de I comme étant la réunion des ensembles de facettes de chaque appartement 
compactifié. Le lemme montre que deux facettes sont disjointes ou égales, et que si un appartement contient un point 
d'une facette, alors il contient toute la facette, et son adhérence. 

Comme un immeuble, I vérifie les assertions suivantes : 

Proposition 8.1.3 - I -\jAem^ 

- Pour deux facettes a et b, il existe A contenant les deux. 

- Si Ar\B contient deux facettes a et b, alors il existe un "isomorphisme d' appartements compactifiés " cf> : A ^ B 
fixant a et b. 

Mais bien sûr, les A ne sont pas des complexes de Coxeter. 
Démonstration: 

Le premier point vient directement de la définition de I. Le second est conséquence du lemme IF. 5. 31 et du fait que 
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lorsqu'un appartement compactifié contient un point d'une facette, alors il contient toute cette facette. 

Prouvons le troisième point. En remplaçant a et un point inclus dans a et un point inclus dans b, on se ramène au 
cas où a et ^7 sont deux points. 

Soit /a e '7^ un représentant de a dans A, gs & Tb un représentant de b dans B. Soient da une demi-droite incluse 
dans l'intérieur de (5(/a) dans ASiôifA)), et db une demi-droite incluse dans l'intérieur de digs) dans Afi{ô(gb))- En 
choisissant des galeries, dans A et B, le long de ces demi-droites (proposition l4.2.7l i. puis en choisissant un apparte- 
ment contenant des sous-galeries de ces galeries, on obtient un appartement Z dont l'intersection avec A contient un 
sep de 5(/a) et au moins une chambre disons ca- L'intersection de Z avec B contient un sep de digs) et une chambre 
cb- Quitte à réduire et gB, on suppose Z D ^(/a) U ô{gB)- 

A présent, soit (p\ : B — > Z un isomorphisme fixant BnZ. Alors (p est la restriction à Z? de la rétraction pz.cg- Lorsqu'on 
étend (f>i et pz,CB P^r continuité à B et I, on obtient pz,CBio) - a st pz,CB(b) - b car a U b c Z, d'où (pi(a) - a st 

De la même manière il existe 02 : Z — > A qui fixe a(J b, alors 02 o 0] convient. □ 

Définition 8.1.4 Soit F e Tj, on note If — {[G] \ G E I, G // F}. On appellera If la façade de l'immeuble I de 
type F. 

Bien sûr. If ne dépend que de la classe de parallélisme de F, et même que de la classe de parallélisme de ô{F). Si 
A est un appartement contenant ô{F), si f e Ta est le cône engendré par ô(F), on notera indifféremment If, If, ou 
même Is(f). 

Proposition 8.1.5 Pour tout F € Ti, If est un immeuble affine. Ses appartements sont les Af pour tous les apparte- 
ments A contenant un cône f tel que f // F. 

Démonstration: 

Chaque A j est un complexe de Coxeter affine, et la réunion de ces complexes de Coxeter est bien If. Si A et B sont 
deux appartements contenant des cônes / et g tels que f II F jj g, alors ë{f) // ô{g), et le lemme 18.1.21 prouve 
l'existence d'un isomorphisme entre A / et Bg. Ainsi, tous les (présumés) appartements de If sont isomorphes. 

Soient attb deux facettes de If. Par la proposition |8T3] il existe un appartement A tel que aUb <z A. Alors a et 
b sont inclus dans des façades de A, disons a (Z Ag tib c A/„ avec g,h eTa - On peut choisir g représentant un élément 
de a et /î représentant un élément de ^7. Alorsf // F // h, d'oùA^ = A/, - Af est un appartement de J/r qui contient aUZ?. 

Enfin, soient A/? et Bf deux (présumés) appartements de If, supposons que Af nBf contienne deux facettes a et b, 
et cherchons un isomorphisme de Af sur Bf fixant aVJb. Par la proposition l8.L3l il existe (p : À ^ B\xn isomorphisme 
d'appartements compactifiés fixant a(Jb. Alors (p induit F isomorphisme cherché entre Af et Bf . □ 

Si A est un appartement contenant un cône / tel que / // F, alors / est unique (car le parallélisme est une relation 
d'équivalence : si g est un autre cône avec g // F, alors / // g). Ceci autorise la 

Définition 8.1.6 Si A est un appartement contenant un cône f tel que f // F, on note Af :— A y. 

La projection de A sur Af sera notée pAj ou Pa.f, ou juste pA, Pf, Pf selon le niveau de précision requis. 

Donc en résumé, il y a trois notations pour le même objet : Af, Af et Af/. 

Remarque: L'immeuble If n'est pas forcément essentiel. Par exemple, si ô(F) est contenu dans une chambre de 
Weyl vectorielle, alors If est un seul appartement, sans mur (voir la remarque de l3.3.8l l. 

Maintenant qu'on sait que les façades sont des immeubles, on peut montrer d'autres résultats dans la même veine, 
par exemple : 

Proposition 8.1.7 Soit F e Ti, soient A,B E y{ deux appartements contenant des cônes parallèles à ô(F). Alors il 
existe un isomorphisme (p : A ^ B qui fixe Af n Bf. 
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Démonstration: 

Soit X une facette de dimension maximale de Af n Bj. Il existe (p : À —> B fixant x et envoyant Af sur Bf, par le 
lemme [8".l.ll Notons (f>f : Af ^ Bf l'isomorphisme d'appartements de If induit par 0. Comme (pf fixe une facette 
de dimension maximale de n Bf, il fixe nécessairement n Bf (proposition ^. 1 . lOb . D'où le résultat. □ 

8.2 Bord d'une façade 

On vérifie ici que chaque façade If peut être compactifiée tout comme nous avons compactifié I, et que le résultat 
est homéomorphe à une réunion que nous préciserons, de plusieurs façades de I. 
On fixe à présent un cône F e 'Fi- 

8.2.1 Compactiflcation de If 

Choisissons A un appartement contenant ô(F), soit p - pA,f la projection A — > Af . Soit f - F OA, alors Af - Af 
est un complexe de Coxeter affine et le groupe vectoriel associé est isomorphe via la projection p à Fix^^^.^{ f). 
On pose = {p(g) I ^ e r et /c |). 

Lemme 8.2.1 Soit g & 'F dont f est une face, c' est-à-dire f <z g. Alors g est stable par f, c'est-à-dire g + f <^ g. 
Remarque: En fait, g + f - g car g est ouvert dans Vect(^ et 6 /. 

Preuve du lemme: C'est immédiat si on fixe une description de ^et de sa face / en termes d'équations et d'inéquations 
linéaires comme en l2.4l mais voici une preuve élémentaire. 

Soit X e g tiv e f. Comme g est ouvert dans Vect(^, il existe r > tel que la boule B(x, r) dans Vect(^ soit incluse 
dans Ensuite v e ^donc il existe e e Vect(^, de norme inférieure à r tel que v+e e g. Alors x+v = (;ic-e)+(v+e) e g. 

□ 

Proposition 8.2.2 L'ensemble vérifie les conditions requises pour définir une compactification de If. De plus, 
V application g p(^ est une bijection entre l'ensemble des cônes de T ayant f comme face et . 

Démonstration: 

On commence par les points évidents : est fini, il contient {0} - p(J), et il est stable par le groupe de Weyl 

^{Âf) - Fix,^(^.)(/1. 

Montrons que Af - IJg^jrr g. Comme le terme de droite est stable par homothéties, il suffit de montrer qu'il 
contient un voisinage de 0. Par conséquent, il suffit de montrer que, dans A, \J{g \ f (Z g] contient un voisinage d'un 
point de /. Soit jc e /. Si ^ e ;F est un cône ne contenant pas / dans son adhérence, alors x i g (car dg est une 
réunion disjointe de cônes dans 'F). Il existe donc Ufi un voisinage de x dans A qui ne coupe pas g. Comme F est fini, 
le nombre des Ug ainsi définis pour g variant parmi les cônes dont / n'est pas une face est fini, et leur intersection est 
un voisinage de x inclus dans U^,q/c|'?' ^^'^^ avons prouvé que A/ = Uger'' S- 

Montrons que cette union est disjointe. Soit p{g) et p{h) deux éléments de , où g,hef sont des cônes ayant / 
comme face. Supposons que p(g) n p(h) contient un point, écrivons ce point sous la forme p{x) avec x e A. Alors il 
existe v,w e Vect(/5 tels que x + v € ^ et x + w € /î. Mais il existe vi , V2, w\,W2 e / tels que v - v\-V2&iw - wi-W2- 
Alors le point x-\- v\ +w\ = x + v + V2 + wi = x + w + W2 + vi est dans g nh, d'après le lemme. Ceci entraîne que 
g = Ji, donc p(g) = p(Jî). 

Ceci montre également que l'application g i-> p(g) est bijective. 

Le petit raisonnement qu'on vient de faire fonctionne aussi dans le cas de cônes affines, il donne le résultat suivant, 
qu'on note pour utilisation ultérieure : 
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Lemme 8.2.3 Soit h,g e T^a deux cônes affines tels que f borde g et h. Si p(h) Pi p(g) + 0, alors hC\ g + 



□ 

Passons à la description des cônes à l'aide d'un système d'équations et d'inéquations. Soit g ayant / comme 

^ [g - [ai > 0, Œk - 0, i e I u J, k e K] 

face. Soient {Q', ),e/uyu;f 6 A* telles que <^ -, « . , , , r^, 

1^/ = {a,. > 0, Ok^O, le I, keJuK] 

Les Uk pour k e J U K définissent des formes linéaires sur A/. Vérifions que p(g) - {aj > 0, - Q, j e J, k e K]. 
L'inclusion "c" est claire. Réciproquement, un point de l'ensemble de droite est de la forme p{x) avec x e A,a j(x) > 
pour j e J st ak{x) - pour ^ e A", et nous voulons montrer qu'il existe v e Vect(/) tel que x + v e g. On s'aperçoit 
qu'il suffit de choisir v e / assez grand. 

Nous avons donc obtenu une description de p(g) en système d'équations et d'inéquations linéaires comme requis. 

Passons aux deux conditions portant sur les faces d'un cône. 
Soit p(g) e 'F'^, vérifions que son bord est la réunion d'autres cônes de f'' . Soit p(x) e dpig), soit p{h) e le cône 
contenant p{x). Nous allons montrer que h c dg. On choisit x pour que x e h. Pour tout « € N, il existe un point de 
p{g) à distance inférieure à ^ de pix). Cela signifie qu'il existe e„ e A, v„ e Vect(/) tels que x + v„ + e„ e g et ||e„|| < K 
On décompose v„ -v\-v^ avec v,', e /, on impose en outre que ||x + v^|| > 1. Alors x + €hetx + vl + e„ € g. 
La suite (jj^^-^)„ aune valeur d'adhérence y, a priori dans /z. Mais en fait, cette suite reste dans x+/, etx + / = x+f c h 
par le lemme lQJl appliqué à /et à ses faces. Donc y eh.h& suite ( \x+l\\\ ^^^^^ admety comme valeur d'adhérence, 
car ||x + v^ll > 1 et e„ — > 0. Donc y e g n h. Comme h + g,h est une face de g : h c dg. D'où p{h) c p{dg) c p{g). 
Mais comme p(h) n p{g) - 0, on arrive à p{h) c dpig). 
Ainsi, dpig) est une réunion d'autres cônes de . 

Enfin, il reste à montrer que pih) - Veciipih)) n pig), et nous savons que h - Vect(/î) n g. Par conséquent, il suffit de 
montrer que pih) - pin) et pig) - pig). Les deux égalités, pour h et g sont similaires, on ne traite que celle concernant 
^. L'inclusion D vient de la continuité de p. Pour l'autre inclusion, il suffît de montrer que pig) est fermé, ce qui revient 
à montrer que g + Vect(/) est fermé. On reprend les {ai]i(iiujuK comme au paragraphe précédent, on vérifie alors que 
g + Yectif) - {aj >, ak - 0, j e J, k e K], c'est bien fermé. □ 

L'avant dernier paragraphe de la preuve prouvait en fait : 

Lemme 8.2.4 Si g, h €9^ sont bordés par f et si pih) est une face de pig), alors h est une face de g. 

Nous pouvons donc compactifier If à l'aide de la décomposition ;F'^ en cônes de l'appartement Af. On note 
provisoirement If l'espace obtenu, si Bf est un appartement de If, on note Bf sa compactification. 
Vérifions rapidement que If ne dépend pas du choix de l' appartement A : 

Proposition 8.2.5 Soit Bf un appartement de If, soit g le cône de B engendré par un coeur parallèle à ôiF), soit 
Pb — Pb,f '. B ^ Bf la projection. Alors l'ensemble des cônes vectoriels de Bf est [pih) \ h e 'F et g <Z h]. 

Démonstration: 

Par définition, ceci est vrai pour B - A. Pour B quelconque, l'ensemble des cônes vectoriels de Bf est {(pik) \ k e T } 
où (f) : Af —> Bf est un isomorphisme de complexes de Coxeter dont le choix n'importe pas. 

Comme / // g, il existe ^ : A — > B tel que ^if) = g (lemme [8.1.2| i. Alors ^ induit un isomorphisme entre Af 
et Bg, on peut choisir (p comme étant égal à cet isomorphisme. On a alors 4' ° Pa - Pb ° ^, et on vérifie que 

{$ik)\kern = {pBih)\8<^h}. □ 



Pour finir, étudions le lien entre le coeur d'un cône g ef bordé par / et le coeur de pig) e T 



F . 
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Proposition 8.2.6 Soit g un cône bordé par f, soit Bp un appartement de Ip. Alors 

- pB{Ô{g)) C ôipBig)). 

- Psit) = Psig)* 

- Si g e Tb est de direction g, alors pBiHg)) C bipsig))- 

Démonstration: 
Notons p - pb et fixons / e îFg tel que / // /. 

Soit X 6 ô{g), montrons que p(x) e ô{p{g)). Il faut donc montrer que x est fixé par Stah^^g^^{p{g)). Soit w e 

Stah^f^g^^ipBig)), on identifie w à un élément de FiXy^^^if), ce qui assure déjà que w{g) est encore bordé par /. 
Et comme p(g) = wipig)) - p(w(g)), on obtient par la deuxième partie de la proposition l8.2.2l que w{g) = g. Alors 
w(x) = X par définition de ô{g), et donc w{p{x)) - p(x). 

Passons au second point. Si est une facette de Weyl dans ê dont l'adhérence contient ô{g), alors p(ô(g)) c 

p(C) c p(C). Notons C/r la facette de Weyl de Êf qui contient /?((?), nous venons de prouver que son adhérence 
contient p(ô(g)), elle contient donc toute la facette de Weyl contenant piôig)), et cette facette contient ôipig)) par le 
premier point. Donc Cf c p{g)* et p{C) c p{g)* . Ce qui prouve p{g*) c p{g)*. 

Montrons l'autre inclusion : soit Cp une facette de Weyl de Bf dont l'adhérence contient ô(p{g)). Soient {ff/l/e/uy des 
racines de Bf, identifiées à des racines de B s'annulant sur /, telles que Cf = {x e Bf \ ai(x) = et aj(x) > 0, V/ e 

/, ; € J]. Alors p'^Ôf) contient ô(g) et p~^{éF) - [x e B \ ai{x) = et a/x) > 0, V/ e I, j e J}. Il existe une 
facette C de B incluse dans p^^Cp), de dimension maximale, et dont l'adhérence contient ô(g) U ô(f) (proposition 

13.3.31 point 9). Alors C contient un cône /i inclus dans /, tel que Vect(/i) - Vect(/). Il existe des racines {«ilteA: telles 
que d - {x e ë \ ai(x) = et «/(x) > 0, V; e /, j e J U K]. On ne rajoute aucune condition du type - car Ô 
est choisi de dimension maximale. S'il existe k e K Xel que a^if) = 0, alors ker(Q';^) induit un mur de Bf, qui ne peut 
couper Cf- Donc OkiCp) > 0, puis akip^^iCp)) > 0, ce qui signifie que la condition ff/t > est inutile pour définir C. 
On peut donc supposer que pour tout k e K, akif) + (0). Alors, pour tout ^ e A', il existe € f\ tel que ai(yi) + 0. 

Comme e f\ c C, on a automatiquement a^ivi) > et ai{\'k) > pour tout l e k. En sommant tous ces v^, on 
obtient w e / tel que pour tout k e K, a^iw) > 0. Alors pour tout x e p^\Cf), il existe /l e tel que x + Àw € C, et 
ceci prouve que p(C) - Cf- Comme ô{g) c C, onaC (Z g*, donc Cf c p(g*)- 

Enfin, pour le dernier point, il faut montrer que p{b{g)) est dans chaque demi-appartement de Bf contenant un 
voisinage de sipig)) dans p{g)- Notons Ds^iM, +) un tel demi-appartement, M est un mur de Bf, identifié à un mur de 
B dont la direction contient /. Soit O ouvert de Bf tel que Ong <z Dbp{M, +), alors p'U,0)ng c p'^(0)np'U,p(g)) - 
p^\0 r\ g) c p^^(DBf{M, +)). Ainsi p^\DBpiM, +)) est un demi-appartement de B contenant le voisinage p^^{0) n g 
de s(g) dans g- Ceci entraîne que b(g) c p^^(Dbj,(M, +)), donc que p(b(g)) c Db^^M, +)- □ 

L'inclusion réciproque du premier point n'est en général pas vraie, mais c'est presque tout comme, car le fait que 
pi^ig)) c ôipig)) implique que piôig)) est inclus dans la même facette de Weyl que celle contenant ôipig))- En terme 
de cônes affines, on obtient le 

Corollaire 8.2.7 Soit Bf un appartement de If, soit g e T^b un cône bordé par un cône parallèle à f. Alors 

ClipBiôig))) = CliôipBig))). 

On ne peut pas dire directement la même chose pour les bases, car big) est définie comme l'intersection de g avec 
des demi-appartements fermés. Il se pourrait donc a priori que pibig)) soit inclus dans un bord de la facette de Weyl 
contenant bipig)). Mais ce n'est pas le cas. En effet, si M est un mur contenant pibig)), alors le mur correspondant 
contient big) et donc g, d'où finalement bipig)) c M. On peut donc énoncer le 

Corollaire 8.2.8 Soit Bf un appartement de If, soit g & T'b bordé par un cône parallèle à f. Alors ClipBibig))) — 

ClibipBig)))- 
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8.2.2 If comme réunion de façades de I 

On montre ici que If est homéomorphe à la réunion de If et d'autres façades de I. 
On pose : 

S{F) ^{G eTi\3AeJ{, F' e Ti, G' un sep de G tq F' // F, Ô{F') U Ô{G') c A et A n f" c An G') 
On dira que S(F) est l'ensemble des cônes de I bordés par F. 

Proposition 8.2.9 L'espace topologique If est homéomorphe à la réunion des le pour G e S(F). 
L'homéomorphisme est donné par : 

^. J^F ^ UceS(F)-^G 
[8]Ar ^ [SciIa 

Un point [g]AF d'un appartement compactifié Àf est envoyé sur le point de À égal à [ga], où ga est un relevé de g 
dans A, c'est à dire ga e Ta, PAiga) ^ 8 et f (Z ga. 
De plus, xfi^e If. 

Démonstration: 
X est bien défini : 

Pour commencer, soit Af un appartement de If, soient g et h deux cônes équivalents dans Af, soient ga, ha gTa des 
relevés, montrons que ga ~a ha- On a égalité des directions : p{ga) - g - h - piha), donc ga - ha par la deuxième 
assertion de la proposition l8.2.2l ¥x g(^h + % donc le lemme 18^2 . 31 s' applique : ga C\ ha d). Donc ga ~ ha. 

Passons au cas général : soit x e If, soient Af et Bf deux appartements de If, soit g e Taf st h e Tbf tels que 
X. = [g]AF = [hhr. Soient ga e Ta et ht e Tb des relevés. Alors [ga, h] c !B(F) 

Il existe /« 6 Ta et fi, e Tb tels que ô(fia) Il ô(F) // ôifib), fia c ga, fib c h, s(fia) = s(ga), et s(fib) = s(hb). D'après 
la proposition 13. 3. 31 point 9, il existe une facette de quartier ^ c A et une autre l c B telles que ô{ga) U ô(fia) c k et 
ô(hb) U ô(fib) c J. On choisit k et / minimales. Soit Z e contenant un sep de k et un sep de l, montrons que Z contient 
alors le coeur d'un sep de ga et le coeur d'un sep de hb. 

Il y a deux possibilités : soit ô(fia) c ô{ga) et alors k est la facette de Weyl contenant ô{ga) et donc ô(ga) c ga n k, soit 
ô(fia) est disjoint de ô(ga), alors k est la plus petite facette fermée contenant Conv(5(/a) U ô(ga)), alors ]u, v[c ga <^ k 
pour n'importe quel u e ô(ga) et v e ô(fia). Dans tous les cas, k H ga + 0. Donc tout sep de k contient un point f de ga, 
alors f + c k par le lemme [8!2.1l Ceci prouve que A n Z contient le coeur d'un sep de ga. De même, B n Z contient 
le coeur d'un sep de hb. Notons g, et /z, les cônes engendrés par ces coeurs, ainsi g, ~j ga et /ij ~7 /z/,. 

Comme Z contient également un cône parallèle à fia, il contient un cône parallèle à / et fournit donc un apparte- 
ment Zf de If. Nous voulons montrer que ga ~ hb, et pour cela il suffit de montrer que g^ ~z hr. En raison du cas 
particulier traité au début de la preuve, il suffit de prouver que pz(gz) ~Zf Pzih,). Ce sera fait si nous prouvons que 
g - PAiga) ~Tf Pzigz) et h = pBifib) ~ip Pzihz). Bien sûr les deux égalités sont similaires, vérifions juste la première. 
Quitte à remplacer ga par le sep engendré par ô{g^, et g par la projection sur Af du cône obtenu, on peut supposer 
^ c A n Z, ô{ga) - S(g^) et PAiga) - g. L'intersection A n Z est fermée, donc contient k. Or k contient p^ik n A) car 

ôifia) c ^donc ^ n A est stable par addition avec ôifia). Donc Af nZf D ClipAiôiga))). Et, d'après le corollaire l8.2.7l 

AfDZfD ôipAiga)) = Ôig). 

On peut maintenant choisir (p : A — > Z un "isomorphisme d'appartements compactifiés" qui fixe Af n Zf. Alors 
(f>ig) = (f> o PAiga) - Pz° <piga) - Pzigz)- Ainsi, Pzigz) est l'image de g par un isomorphisme d'appartements qui fixe 
ôig), donc Pzigz) et g ont le même coeur, et donc g = pzigz)- 
Ceci achève de prouver qnex est bien définie. 

Prenons note de ce résultat, que nous avons montré au passage car il resservira : 
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Lemme 8.2.10 Soient F', G, H e Tj tels que G e S(F) et H e !B(F'). Alors il existe un appartement Z, il existe 
gy, fz,f^, h, e !Fz tels que et sont des sep de G et H, f~ et f!. sont parallèles à F et F', f, C g~ et C h^. 
De plus, si A est un appartement de I contenant ô(G) et un cône parallèle à ô(F), si ga = A n G, alors pA(ga) ~If 
Pz(gz)- Et similairement pour H et F'. 

Remarque: En appliquant ce lemme au cas où F' = H et G ~ H, on vérifie que si G e S(F) etH~G, alors H E S(F). 

X est surjective : Soit x e Uge®(F) -^g- H existe un appartement A et un cône g ^TaIsI que x - [g]A et F borde g. 
Alors pA(g) e Ta^ etx= xilPAig)^)- 

X est injective : Soient x,y e If, x = [gjAp, y - Wbf, et supposons que x(x) - x(y)- Soient ga e 'Fa, 1% e Fb 
des relevés, alors ga ~ ht- Quitte à raccourcir ga et ht, on peut supposer grâce au lemme [8!2. 101 qu'il existe Z e J{, 
gz,hz,fz 6 'J^z tels que gz ~ ga, hz ~ ht et fz II F. Alors gz ~z hz, c'est-à-dire que gz n hz contient un sep de gz et de 
hz- Alors l'image par pz de ce sep est un sep de pzigz) et de pzihz), donc pzigz) ~Zf Pzihz)- Mais le lemme affirme 
en outre que g = PAiga) ~if Pzigz) et similairement pour h. Ceci implique que g ~jp h donc x = y. 

X est continue : Soit x - [g]Ap un point d'un appartement compactifié Af de If. Fixons un relevé ga & Ta de g et 
un ouvert C/ e 1/ de sorte que V := "Viiga, U) n ('Jcee(F)J^G) est un voisinage de xix), et les voisinages obtenus de 
la sorte forment une base de voisinages de x(x). Montrons que;t'"'(y) contient un voisinage de x, précisément, nous 
allons montrer que "Vj^ig, p{U)) c x^^i^)- Soit / e un cône tel que / // F. 

Soit f E "Vjpig, p(U)), soit H eTitm représentant de t. Alors H est bordé par F, donc d'après la proposition l4.7.2l il 
existe B e J[ contenant b{ga) + ô(f) et un sep de ô{H), on peut supposer ô(H) lui-même. L'intersection An B contient 
alors p(b(ga)) et donc b{g) par le corollaire |8.2.8l Soit (p : B ^ A induisant un isomorphisme Bf — > Af fixant b{g). 
Alors 0(0 e "V'^^ig, p(U)) (voir |6.2.3T l. On ax ° <p(t) - <p ° xi^), il reste donc à vérifier que;^(0(f)) e "V'^iga, U). 
Soit h e Af un représentant de 0(f) inclus dans (g + paUJ)) n g*. Comme pAiga + U) = g + p(U), il existe s e ga + U 
tel que Pa(s) = s{g). Mais alors s e p^^{g*), donc d'après la proposition |8.2.61 il existe v' e / tel que s + v e g*. Alors 
s + V e (ga + U) n g*. On choisit le relevé ha de h dont le sommet est s + v, donc ha - s + v + ha <z (ga + U) n g^, car 
ha est dans le bord de ga (lemme [8.2.4l ). Ceci prouve que x(4>(t)) e ^Aiga, U), donc;t' est continue. 

X est fermée car If est compact et I est séparé. 

Xfixe If : Soit x E If, soit Af un appartement contenant x, soit / e !FÂ un représentant de x, on a / // /. On a 
X - [{x]]Af et un relevé de {x] dans A est /. Donc x(x) = - □ 

Ainsi, xi^^p) est compact, donc fermé dans I. De plus. If est dense dans If, donc x(J^f) - If est dense dans 
X(Tf). D'où le 

Corollaire 8.2.11 L'adhérence de If dans I est x(I f) — UceSCF) -^c- 

On peut donc identifier, au moyen dex, la compactification If de If à la clôture de If dans I. 
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